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控制 系统 所 要 解决 的 问题 是 ,设计 一 个 控制 器 (校正 装置 ), 使 闭环 系统 保持 
内 稳定 性 ,同时 使 系统 达到 一 定 的 性 能 指标 要 求 。 经 典 控制 理论 所 考虑 的 系统 性 
能 包括 解 态 性 能 和 稳 态 性 能 ,其 设计 方法 基本 上 是 一 种 图 解法 、 试 竣 法 ,难以 对 性 
能 指标 进行 优化 处 理 。 现 代 最 优 控 制 理 论 是 一 种 严格 的 数学 解析 方法 ,可 实现 性 
能 指标 的 最 优化 ,以 期 达到 最 佳 的 控制 效果 。 具 有 广泛 工程 背景 的 线性 二 次 型 最 
优 调节 器 问题 就 是 一 种 典型 的 最 优 控制 问题 。 线 性 二 次 型 性 能 指标 (五 : 性 能 指 
标 ) 的 担 出 实际 上 是 对 经 典 控制 理论 中 系统 瞬 态 性 能 、 稳 态 性 能 以 及 控制 能 量 约 
束 的 综合 考虑 。 但 最 优 控 制 理论 蛮 求 精确 已 知 系统 的 数学 模型 ,而 没有 考虑 模型 
误差 的 影响 。 实 际 控制 系统 设计 中 ,模型 误差 的 存在 是 不 可 避免 的 ,这 就 限制 了 
H, 最 优 控制 理论 的 应 用 。 

现代 便 壬 控制 是 针对 当 数 学 模型 存在 不 确定 性 (包括 外 部 干扰 和 未 建 模 动 
态 ) 时 ,所 设计 的 控制 器 仍 能 使 系统 保持 内 稳定 性 和 理想 的 性 能 要 求 ,在 一 定 程度 
上 丈 补 了 现代 控制 理论 对 数学 模型 依赖 过 高 的 缺陷 。 那 么 , 当 数 学 模型 存在 不 确 
定性 时 ,又 如 何 来 度量 系统 的 性 能 昵 ? 20 世纪 80 年 代 初 提出 的 以 系统 的 m- 范 数 
为 性 能 指标 的 万 .控制 理论 是 目前 解决 便 棱 控制 问题 比较 成 功 且 比较 完善 的 理论 
体系 ,已 或 为 近 20 年 来 自动 控制 理论 及 工程 应 用 研究 的 热门 课题 之 一 。 球 最 优 
控制 系统 具有 较 好 的 系统 性 能 ,而 昌 。 控 制 理论 能 较 好 地 解决 系统 的 鲁 棒 性 问题 ， 
将 两 者 结合 起 来 ,就 是 所 谓 的 /本 。 汤 全 控制 问 题 。 本 书 的 自 的 在 于 向 读者 介绍 
H, 和 如。 优化 控制 理论 以 及 所 /4 混合 控制 问题 在 90 年 代 所 取得 的 最 新 研究 成 
JR ,使 读者 能 尽快 进入 该 领域 的 前 沿 ,为 进一步 从 事 这 方面 的 学 习 和 研究 做 好 必 
要 的 铺垫 。 全 书 围 绕 入. 如。 优化 控制 理论 这 一 主线 逐步 展开 ,并 贯穿 始终 。 

全 书 共 分 七 章 : 第 一 章 针 对 工科 学 生 的 特点 ,介绍 学 习 本 书 必 须 具 备 的 数学 
基础 知识 ;第 二 章 介绍 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 ;第 三 章 介绍 优化 控制 理论 的 频 
率 域 设计 方法 及 应 用 ;第 四 章 应 用 Riccati 方法 和 LMI 技术 ,对 .状态 反馈 解 和 输 
出 反馈 解 做 了 较 全 面 的 介绍 ;第 五 章 针 对 具有 广泛 工程 背 其 的 线性 时 汪 系 统 ,给 
出 鼠 - 控 制 器 设计 的 各 种 方法 ;第 六 章 介绍 H, 优化 控制 理论 近年 来 的 发 展 和 取得 
的 新 成 果 :; 第 七 章 介绍 古 / 吾 。 混 合 控制 问题 的 基本 概念 和 六 种 求解 方法 。 主 要 章 
节 配 有 适当 的 例题 和 习题 ,便于 读者 理解 基本 理论 和 便于 自学 。 


本 书 在 写作 过 程 中 , 既 突 出 物理 概念 的 讲解 ,又 注重 数学 推理 的 逻辑 性 和 严 
并 人 性 。 我 们 知道 从 事 科学 研究 工作 ,首先 要 从 工程 实际 向 题 出 发 .从 物理 概念 上 
提出 问题 。 然 后 ,再 从 数学 上 推导 嘲 相 应 的 结果 。 所 以 .清晰 的 物理 概念 和 熟练 
的 数学 基本 功 对 培养 科研 能 力 是 相辅相成 .不 可 缺少 的 。 

作者 在 写作 过 程 中 , 除 基 本 内 容 的 必要 的 逻辑 衔接 之 外 ,尽量 避免 与 国内 同 
类 著作 在 内 容 上 的 重复 ,并 增加 了 一 些 新 成 果 .新 方法 ,她 参数 化 控制 器 的 应 用 、 
LMI ri IN EE He H| . H, 控 制 的 新 进展 以 及 H/H. IRR 8). m H 
的 是 ,对 这 些 新 内 容 , 为 了 突出 主要 结果 ,并 便于 初学 考 掌 握 基 本 理论 ,有 些 地 方 
仅 给 出 结论 . 避 开 了 较 筑 瑞 和 苑 长 的 证 明 过 程 。 有 深入 研究 兴趣 的 该 者 可 查阅 书 
后 的 参考 文献 。 

本 书 的 前 五 章 可 作为 课 荃 讲授 的 基本 内 容 , 可 按 区 学 时 组 织 教 学 。 第 五 章 
的 部 分 内 容 以 及 第 六 章 ,第 七 章 是 为 有 坊 从 事 H, 和 瑟 。 优 化 控制 理论 研究 的 读者 
编写 的 ,以 求 今后 能 顺利 况 读 该 领域 的 国内 外 最 新 文献 。 

再 要 说 明 的 是 ,本 书 主要 针对 线性 定常 连续 系统 .介绍 了 m, 和 H. dodo de di 
理论 的 Riccati 方法 和 LMI 方法 ,并 对 频率 域 方 法 也 做 了 一 定 的 讨论 。 对 于 非 线 性 
系统 、 离 散 系 统 .时 变 系统 的 和 1, 优化 控制 理论 ,以 及 n EE TE RE HE DUI P8] RET 
的 jy 方法 和 早期 的 五 ,控制 的 算 子 理论 等 ,有 兴趣 的 读者 可 查 闪 有关 文献 。 

还 要 说 明 的 是 ,阅读 本 书 应 具备 控制 理论 方面 的 基础 知识 ,如 经 典 的 自动 控 
制 原理 ,现代 控制 理论 的 线性 系统 、 最 优 控制 ,以 及 必要 的 数学 基础 。 当 然 , 没 有 
学 过 最 优 控制 的 读者 ,通过 阅 流 本 书 的 第 二 章 也 能 掌握 其 主要 内 容 。 

本 书 是 在 作者 讲授 《 鲁 棒 控 制 ? 硕 士 研究 生 课程 讲义 的 基础 上 扩充 而 成 的 。 
其 中 融 人 了 国内 外 许多 同类 著作 和 最 新 文献 的 内 容 , 在 此 不 一 一 列举 , 谨 向 作者 
们 表示 深 深 的 谢意 。 

蛤 尔 涂 工业 大 学 控制 科学 与 工程 系 赵 长 安 教授 审阅 丁 人 部 书稿 ,并 提出 丁 许 
多 修改 意见 。 黑 龙 江 大 学 自动 化 系 邓 自 立 教授 对 本 书 的 写作 进行 了 指导 和 敦 励 。 
他 们 严谨 的 治学 态度 ,渊博 的 学 识 ,作者 将 终生 难忘 。 我 的 学 牛 丁 大 勇 帮助 整理 
了 部 分 书稿 ,在 此 表示 感谢 。 

由 于 作者 涉足 该 研究 领域 较 晚 .学识 有 限 ,加 之 写作 时 间 仓 促 . 书 中 琉 漏 和 不 
当 之 处 在 所 难免 , 乱 请 读者 批评 指教 。 
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i 如 控制 


控制 系统 设计 将 基本 任务 是 求 一 个 控制 器 使 得 闭环 系统 保持 稳定 性 和 具有 满意 的 系统 性 
能 。 财 环 系统 首先 必须 是 稳定 的 ,不 稳定 的 系统 是 无 法 正常 工作 的 。 在 稳定 的 基础 上 ,再 追求 
系统 满足 一 定 的 性 能 要 求 , 这 样 的 控制 系统 才 具 有 实际 应 用 价值 。 那 么 ,如 何 来 度量 控制 系统 
的 性 能 (控制 效果 ) 呢 ?有 了 性 能 的 度量 ,又 如 何 对 其 进行 优化 ,以 期 达到 最 佳 的 榨 制 品质 , 提 
高 产品 的 产量 和 质量 呢 ? 在 经 典 控制 理论 中 ,考察 控制 系统 性 能 的 方法 是 在 系统 的 输 人 端 施 
加 某 种 典型 的 输 人 信和 号 ,然后 ,测量 系统 给 出 响应 。 例 如 ,对 于 稳定 的 控制 系统 ,典型 的 单位 阶 
Butt HB 1 所 示 。 其 中 y(2) 为 系统 的 输 
出 变量 。 整 个 响应 过 程 可 分 为 瞬 态 过 程 和 
稳 态 过 程 。 豚 态 过 程 的 主要 性 能 指标 有 最 
大 超 调 量 8 多 和 调节 时 间 ;,( 取 误差 带 
A= 上 5 名 或 上 2 )。 稳 态 过 程 的 性 能 指标 
为 稳 态 误差 6,,。 一 个 “好 "的 控制 系统 要 求 
2% fl, 应 较 小 ,同时 sx 也 应 尽 可 能 地 小 。 
当然 ,上 述 各 性 能 指标 之 问 有 时 是 相互 巴 
盾 的 ,必须 根据 实际 需要 进行 某 种 折 圳 。 mi 中型 的 单位 阶 帮 响应 

现代 控制 理论 中 的 最 优 控制 问题 ,是 
一 种 典型 的 优化 控制 问题 。 最 优 控制 问题 所 要 解决 的 是 设计 一 个 控制 律 ,使 闭环 系统 是 稳定 
的 ,同时 使 某 个 性 能 指标 达 极 值 。 此 时 的 控制 律 称 为 最 优 控制 。 往 能 指标 的 具体 形式 可 根据 
所 追求 的 控制 目标 来 确定 。 例 如 ,考虑 误差 平方 积分 准则 函数 


"E 


其 中 eO = v (O - y(1) 为 系统 误差 ,如 图 1 中 阴影 部 分 所 示 。yof 1) 为 参考 输入 。 可 兄 , 轩 
影 面 积 的 大 小 ,是 化 量 系统 性 能 好 坏 的 一 个 合适 的 尺度 。 上 术 准 则 函数 7 实际 上 是 对 经 典 拉 
制 理论 中 系统 肯 态 性 能 和 稳 态 性 能 的 一 个 综合 的 评价 。 对 误差 平方 积分 准则 函数 J 做 适当 
的 推广 就 得 到 了 最 优 控制 理论 中 的 线性 二 次 型 性 能 指标 

J = [tees eam) 


其 中 x(1) 为 系统 状态 的 仿 差 ,a(1) 为 控制 输入 ,、R 为 加 权 和 矩阵 。 控 制 变量 一 次 型 47(1) Ru(1) 
表示 对 控制 能 量 的 一 种 跟 制 。 如 果 被 控 过 程 的 数学 模型 用 随机 过 程 模型 描述 , 且 干 扰 信 号 是 
高 斯 白 响声 (有 限 谱 信 号), 则 相应 的 线性 二 次 型 最 优 控 制 问题 称 为 LQG 问题 ,其 性 能 指标 为 
= dim Le (Dto esto + ure) Ru jd} 
eT [] 


其 中 五 为 数学 期 望 。 可 以 证 明 ,. 上 述 LOG 问题 的 性 能 指标 等 价 于 从 随机 千 搞 信号 到 系统 被 控 
SEE 


dinem EER H, 范 数 。 于 是 ,这 种 基于 随 ” z 
机 模型 的 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 就 可 以 归结 为 图 2 c 
所 示 的 所 谓 标 准 控制 问题 。 图 中 为 待 没 计 的 控制 
器 ,G 称 为 广义 被 控 对 象 , w 为 外 部 干扰 信号 ,z 为 给 ç: 

出 评价 信号 ,为 输出 量 测 信号 , u 为 控制 信号 。 基 K | 
于 图 2, 上 述 Loc 控制 问题 可 以 等 价 地 表述 为 :设计 

反馈 控制 器 ,使 闭环 系统 稳定 ,同时 使 从 w 到 z 的 
BIS RRE G(s) 的 H, 范 数 达 到 极 小 ,最 

mim | G. (s) |> = 7o 
称 为 B, 最 优 控制 问题 ， 革 给 定 y > 7o, 求 反馈 控制 器 天 ,使 
F Gals) la < y 
则 称 为 H, 次 优 控制 问题 。 统 称 为 有 标准 控制 问题 。 
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我 们 知道 ,控制 系统 的 分 析 或 设计 ,首先 要 建立 系统 的 数学 模型 。 数 学 模型 的 作用 在 于 已 
知 系统 的 输入 时 能 预计 (计算 ) 输 出 。 然 而 ,严格 地 说 ,没有 一 个 数学 模型 能 用 来 准确 地 作为 一 
个 实际 物理 系统 的 模型 , 即 总 存在 不 确定 性 (Uneertainty)。 不 确定 性 的 存在 意味 着 即使 已 知 输 
人 信号 ,也 无 法 准确 地 预计 出 系统 的 输出 信 叶 。 通 常 不 确定 性 有 两 个 来 源 :中 .未 知 的 或 不 可 
预计 的 输入 ,如 作用 于 被 控 过 程 的 各 种 干扰 信号、 传感器 量 测 噪 声 等 。 人 @@ 不 可 预计 的 动态 特 
性 (未 建 模 动 态 ) ,如 非 线性 系统 的 线性 化 ,高 阶 系统 的 简化 近似 等 带 来 的 动态 特性 的 改变 。 

数学 模型 中 不 确定 性 的 描述 是 多 币 多 伴 的 。 一 种 典型 的 不 确定 系统 模型 的 基本 形式 是 

y=(P+AÀ)u+n 

这 里 y 是 输出 ,u 是 输入 , P 是 标 称 对 象 的 传 通 ,模型 的 不 确定 性 以 两 种 形式 出 现 ; n 是 未 知 品 
BETH, A 是 未 知 的 对 象 摄 动 (未 建 模 动态 ) - 

假定 关于 n MA 的 特征 已 预知 , 即 各 自 属于 某 一 个 集合 。 此 时 ,给 定 一 个 控制 输入 二 ,由 
上 上述 模型 可 得 一 个 输出 信号 的 集合 。 这 个 集合 就 是 由 (P+ A)u + rn 所 构成 的 集合 。 这 一 点 
就 是 确定 性 醒 旬 与 不 确定 性 模型 的 区 别 所 在 。 进 一 步 , 这 个 不 确定 性 宰 型 的 集合 可 以 分 为 两 
类 , 即 : 

(1) 结构 化 不 确定 性 :是 错 那 些 伐 型 与 不 确定 性 之 冯 的 相互 关系 的 结构 是 非常 明确 的 不 
确定 性 。 例 如 ,模型 中 存在 有 限 个 不 确定 参数 。 

(2) 非 结构 化 不 确定 性 :是 指 那些 结构 不 明确 的 不 确定 任 。 在 每 一 频率 下 ,其 频率 响应 位 
于 复 平面 的 一 个 集合 内 。 例 如 ,考察 轿 状 不 确定 性 。 令 己 代 表 标 称 对 象 , 方 代表 摄 动 后 的 对 
象 , 则 在 每 一 频率 ¿ F 


图 2 标准 控制 问题 


[Žiu 
‘Pljw) 
代表 B p 位 于 复 平面 上 以 1 为 图 心 .7 为 半径 的 圆 内 。 
一 般 地 说 , 鲁 棒 性 梳 念 是 指 反 馈 入 制 系统 的 某 项 性 能 对 于 其 集 合 中 的 每 一 个 对 象 都 是 成 
立 的 。 只 体 地 说 ,我们 有 如 下 每 标 性 定义 。 
《1) 鲁 棒 稳 定性 。 设 计 一 个 控制 器 ,使 对 每 一 个 摄 动 后 的 对 象 ,都 能 保证 闭环 系统 的 稳定 
224 
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性 。 

(2) 重 棒 性 能 。 设 计 一 个 控制 器 ,使 对 每 …… 个 摄 动 后 的 对 象 ,闭环 系统 都 满足 稳定 性 和 某 
种 特定 的 系统 性 能 。 

可 见 . 上 玉 仁 棒 性 概念 是 玉 给 定 一 个 控制 器 ,如 果 某 集合 中 的 每 一 个 对 象 都 能 保持 某 种 特 
性 成 立 , 则 称 该 控制 器 对 此 特性 是 鲁 棒 的 。 央 此 , 谈 及 鲁 棱 性 必要 求 有 一 个 控制 器 ,有 一 个 对 
象 的 集合 和 某 些 系统 特性 。 
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在 实际 控制 工程 中 ,被 控 对 象 的 精确 数学 模型 往往 难以 得 到 ， 硬 究 证 明 ,LQc(I H.) E S 
制 系统 对 被 控 对 象 的 模型 摄 动 (模型 误差 ) 的 鲁 棒 稳定 性 有 时 是 很 壮 的 。 此 外 ,许多 情况 下 , 仅 
知道 噪声 (干扰 ) 信 和 号 w 是 属于 某 个 集合 ,如 w Po fei I FS wE 42[0, o ). i yT a H 
统计 特性 (如 谱 密度 函数 ) .这 重合 得 LQG( 记 ) 方 法 难以 应 用 。 

针对 上 述 问题 ,80 年 代 初 ,加 拿 大 学 者 Zames 提出 了 以 控制 系统 内 某 些 信号 问 的 传 表 ( 阵 ) 
的 尹 - 范 数 为 优化 性 能 指标 的 控制 系统 设计 妃 想 。 我 们 以 实 鲍 米 说 明 F. 范 数 性 能 指标 的 引 
进 。 


例 最 小 灵敏 度 问题 。 考 虑 图 3 . : 
Biz SISO 单位 反馈 系统 ,图 中 POS) 
被 控 对 象 传销 ,K(:) 是 控制 句 伟 也。y or | s s NES ; 


是 输出 信和 号 ,uw 是 控制 信号, r 是 参考 > 
MA. v ROPA e 是 控 创 误 差 信 
Bo SBA rPe 002 e 8 (RE 
函数 ) 图 3 单位 反馈 系统 


EG) 
RG) la PCOKRUD 


S(s)x 
我 们 的 任务 是 设计 控制 器 天 (s) ,使 得 
IS(jo)| « Y, V w 
其 中 0< ys1l。 即 将 控制 误差 (偏差 ) 控 创 在 工程 允许 的 范围 内 。 上 式 两 端 对 o 取 上 确 界 ,得 
到 
sap1S(jw)1 <7 
将 上 式 左 端 定义 为 5(s) 的 w - 范 数 . 即 
iS e = supl S (je)! 
HALE TESIS K(s) ,使 闭环 系统 保持 稳定 , 且 使 | 5(s) l 。 达 极 小 。 即 
inflsup| Sje) ij = inf l SCs) i a = yo 
DRRR B R KAR AE EJ RE o 
及 -次 优 控制 问题 ;给 定 y> rs BIHER KO) ,使 半 环 系统 保持 稳定 , 且 使 
IER PET 
与 Hs 控制 问题 不 同 , H. 景 优 控制 问题 难于 求解 ,通常 是 以 如 次 优 控制 问题 的 解 2 OR E 
H. 最 优 控 制 问题 的 解 ,并 将 所 -次 优 控制 问题 称 为 B. 标准 控制 问题 。 
对 于 图 3 所 示 系 统 , 可 验证 


E(s) _ Els) 
Sieg - -TCS 


因此 ,最 小 灵敏 度 问题 也 等 价 于 减 小 王 扰 ”对 控制 误差 e 的 影响 , 邮 干 抗 抑 制 问 题 。 在 图 3 
中 , 令 参考 输入 + =0, 则 可 将 干扰 抑制 问题 转化 为 图 1 所 示 的 标准 控制 问题 。 为 此 ,首先 和 将 性 
能 指标 | 5S(s) ll a < y 化 为 


WESSE) MEDI 
其 中 WF(s) 为 权 函 数 ,是 频率 的 函数 , 志 示 在 不 同 频段 对 性 能 的 要 求 不 同 。 于 是 ,可 将 图 3 6 
为 图 4 所 示 的 #。 标 准 控制 问题 框图 。 其 中 评价 信和 号 z= - WG)SQ) ws BA w 到 z 的 闭环 传 


Ba 入 标准 控制 
BA GG) = - WGISGS GCOSERM wu 到 zy WEIMER Oo] GUERRA. XE 
抑制 设计 问题 可 归结 为 : 求 控制 器 KG) IPLA BORSA AEG B E EG 1. < y。 
以 上 仅 在 标量 情形 下 ,给 出 了 Ff 性 能 指标 的 定义 和 用。 标准 控制 问题 的 概念 。 对 于 多 变 
E£ fe S BE Gub) Ho REXY 
ll G, I a sopa Gu Go 


其 中 5(G)= LOG G), H G 的 最 大 奇异 值 ,G' 为 G BU TCRUAE E BE... S E XK 3S4E 
fi. 

在 图 1 所 示 标 准 控制 问题 中 ,如 果 评价 信号 z 为 向 量 信号 ,并 将 其 分 块 为 z= dile. 
LITIA w Bl (11,2, nO BISHER G.S) K G GOD 总 范 数 或 n. 363, 
就 得 到 相应 的 J, 或 1 多 目标 控制 问题 。 如 果 将 z 分 块 为 = lz! BR 

{GO l< Vi Gd. <> 


则 相应 的 标准 控制 问题 称 为 #,/ 甩 混合 控制 问题 。 
4 优化 控制 理论 的 发 展 


20 世纪 50 ~ 60 年代 ,在 室 间 技术 的 发 展 和 数字 计算 机 广泛 应 用 的 推动 下 , 随 着 动态 系统 
优化 控制 理论 的 发 展 . 逐 渐 形 成 了 现代 控制 理论 的 一 个 重要 分 支 -一 最 优 控制 理论 。 该 理论 
已 广泛 应 用 于 空间 技术 、 系 统 工程 、 人 口 理 论 ,经 济 管理 与 决策 等 各 个 领域 ,取得 了 显著 的 成 
效 。 将 最 优 控制 理论 应 用 于 工业 过 程控 制 锁 域 ,就 得 到 了 具有 广泛 工程 背景 的 线性 二 次 型 最 
优 控制 问题 (LQG 问题 或 H, 控制 问题 )。 如 前 所 述 ,以 系统 的 H, 范 数 为 性 能 指标 的 最 优 控制 
理论 ,可 以 获得 好 的 动态 , 稳 态 性 能 ,但 其 鲁 棒 稳 定性 有 时 较 差 ( 见 例 4.1.1 的 分 析 )。 针 对 上 
述 问题 ,进入 80 年 代 以 米 , 随 着 鲁 棒 控制 理论 的 兴起 ,一 方面 ,产生 了 使 系统 具有 较 温 重 棒 性 

E 


的 娘 。 优 化 控制 理论 ; 另 一 方面 ,有 优化 控制 理论 自身 也 在 不 断 完 善 和 发 展 。 研 究 的 重点 就 
是 围绕 如 何 提高 H, 控制 问题 的 鲁 棒 性 ,其 研究 方法 体现 在 两 个 方面 ,其 一 是 考虑 动态 系统 状 
态 方程 中 存在 参数 不 确定 性 ,设计 状态 反馈 控制 器 ,使 闭环 系统 稳定 且 满 足 I. 性 能 指标 , 称 
之 为 保 代 价 控制 ;其 二 是 1989 年 Bemstein 等 人 提出 的 H/H RAAE., H/H. 混合 控 
制 问题 是 将 H, 性 能 设计 与 万 。 性 能 设计 相 结 合 ,使 整个 系统 既 可 以 获得 优良 的 调节 性 能 .又 
可 以 保持 鲁 棱 稳定 性 。H;/H。 混合 控制 实际 上 是 一 种 多 日 标 控 制 回 题 ,自前 仍 处 于 发 展 之 
中 

80 年 代 初 ,Zames 等 人 提出 的 H, 优化 控制 理论 ,是 提高 系统 鲁 棒 姓 的 有 效 途径 之 一 。 
五 。 控制 理论 的 发 展 大 致 经 历 了 两 个 阶段 。 第 一 阶段 为 早期 的 频 域 算 子 理 沦 ,其 中 Youla 的 稳 
定 控制 器 参数 化 结果 起 善 核心 作用 。 第 三 阶段 为 80 年 代 末期 发 展 起 来 的 直接 状态 空间 方法 ， 
包括 Riceati 方法 和 LMI 方法 。 线 性 系统 的 H 控 制 理论 的 理论 体系 目前 已 禁 本 形成 ,其 应 用 
研究 也 取得 了 攻势 的 发 展 。 刀 。 控 制 理论 应 用 研究 的 关键 步骤 是 建立 被 控 系 统 的 数学 模型 , 航 
后 ,将 该 模型 化 为 娟 。 标 准 控制 问题 所 对 应 的 广义 被 控 对 象 的 模型 ( 频 域 或 时 域 槛 列 ), 基 后， 
按 如。 标准 控制 问题 的 求解 方法 进行 控制 器 设计 。 非 线性 系统 的 H. 控制 一 直 是 近年 来 的 一 
个 热门 研究 方 铅 。 肯 前 所 得 到 的 算法 都 要 涉及 到 HI Hamilton Jaccobi [ssacs) 方 程 的 求解 ,而 
II 方程 的 求解 是 较 因 难 的 ,只 有 一 些 近似 解法 。 因 此 ,本 书 并 未 涉及 这 一 问题 。90 年 代 中 期 
之 后 ,时 滞 系 统 (包括 不 确定 时 当 系统 ) 的 H. 控制 问题 受到 了 广泛 的 关注 ,取得 了 大 量 的 研究 
成 果 。 不 依赖 于 系统 时 沾 大 小 的 (不 确定 ) 时 灌 系 统 的 H. 控制 问题 已 基本 解决 ,当前 的 研究 
热点 主要 集中 在 时 澡 依 赖 型 的 上。 控制 问题 上 ,以 减 小 所 得 结果 的 保守 性 。 

总 之 ,到 和 妖 。 优 化 控制 理论 仍 处 于 不 断 完善 ,不 断 发 展 之 中 。 可 以 预言 .无 论 是 优化 控 
制 理论 本 身 , 还 是 它 在 工程 实际 中 的 应 用 ,都 会 取得 更 加 辉煌 的 成 果 。 
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第 一 章 ”数学 基础 知识 

IPFE EFI SHER H H. 控制 理论 中 , 普 谢 感到 所 涉及 的 数学 知识 较 深 、 较 难 。 实 奈 
上 , 随 善 科 学 的 发 展 ,这 是 不 可 避免 的 。 作 为 一 种 尝试 ,我 们 将 本 书 所 用 到 的 数学 知识 罗列 成 
章 ,重点 介绍 有 关 的 基本 概念 和 常用 的 数学 推理 方法 。 只 要 读者 专心 阅读 ,细心 推 注 , 定 能 顺 
利 掌 握 本 书 的 内 容 。 同 时 也 为 今后 深入 学 习 相关 的 数学 知识 打下 一 定 的 基础 。 

本 章 所 选 内 容 都 是 针对 工科 学 生 的 具体 情况 ,结合 作者 在 学 习 过 程 中 的 体会 而 精心 洪 选 
PI, BLTETE 86.72 Br FF RR EE I — 26 0802: HB PERI RE SHELBHO Lyapunov 稳定 性 理论 .线性 规划 的 
基本 概念 以 及 工科 高 等 数学 中 没有 讲 到 的 集合 的 上 .下 确 界 的 概念 等 。 在 内 容 上 可 能 显得 多 
和 和 厅 , 但 我 们 相信 这 样 做 是 必要 的 。 因 为 控制 理论 对 数学 的 依赖 性 是 非常 强 的 。 


1.1 泛 函 分 析 基 本 概念 


泛 前 分 析 是 近代 歼 学 的 一 个 重要 分 支 , 它 将 线性 代数 .线性 常 微分 方程 与 偏 微 分 方程 . 积 
分 方程 、 变 分 学 、 通 近 论 中 具有 共同 特征 的 问题 进行 抽象 概括 ,县 综合 了 代数 、 拓 扑 和 分 析 结 
构 。 近 十 几 年 来 泛 函 分 析 在 自动 控制 理论 .最 优化 理论 等 方面 的 应 用 日 益 广 省 和 有 效 ,国内 外 
控制 理论 方面 的 论文 ,专著 常 引用 泛 丽 分 析 的 内 容 和 方法 。 杰 节 介 绍 泛 通 分 析 的 基本 概念 。 


1.1.1 RSH 


度量 是 实 直 线 R FEW IR ay 一 般 抽象 集合 上 的 推广 。 

【定义 1.1.1】 (度量 空间 与 度量 ) 度量 空间 是 由 一 非 空 集合 x 与 一 度量 d( 距 离 } 组 成 
的 对 (Xda) ,其 中 上 是 定义 在 大 x 区 上 的 一 个 函 效 ,已 对 于 任意 x y z€ Xs 

(M) a 是 有 限 的 非 负 实 数 。 

(N55) d(x,y) 0 BL IM x zy. 


(Mj) dry) = d(y x. 《对 称 性 》 

(Ma) d(x,y) sad(r,z)+d(z,y)e (三 角 不 等 式 ) 
的 元 素 Y PROS. (M) ~ (M4) 是 度量 公理 。 注 意 .在 同 -集合 TY 上 可 赋予 不 同 的 度量 , 构 
成 不 同 的 度 最 空间 。 


[91.1.1] Euclidean 空间 R"。 该 空间 是 由 所 有 n 个 实数 的 有 序 组 x = (ns sy 
Cp 加 ) 等 组 成 的 集合 ,定义 Euclidean EE | 
d(x,y) = USt - aP] 


可 验证 度量 公理 [Mi) -OMRI DUI R^ 是 度量 空间 。 
{ 例 1.1.2】 有 界 数列 空间  ， 取 所 有 有 界 复数 列 作为 元 素 组 成 集合 六, 即 对 六 里 的 每 
个 元 素 x = (5 如，) ,存在 一 个 实数 C, 
I «C j=l, 


定义 度量 
dO y) = supli- gl 
EUBy-Onsq 0€ X,N= (1,2,…)。 Q I° =(X,d), 则 1” 是 度量 空间 。 
[81.1.3] 空间 (P >1) P E BUG P 方 可 各 数列 所 成 之 集 。 即 ,对 每 个 z€ (z, 
Pon) EI RE 
> It le <æ 


m 


对 于 任意 二 = (ta. Eys (0.9 E 四 ,其 度量 定义 为 
x L 
d4(z,y) = (271 G- gi)” 


ia 


则 RREZE. 
1.1.2 FÆ HR PR 


为 了 研究 度量 空间 中 极限 .连续 映射 等 概念 ,有 必要 研究 度量 空间 中 一 些 重要 点 集 。 
【定义 11.218520). 设 (XX,d) 是 一 度量 空间 。xoE X, 实 数 r>0。 称 点 集 
B(xo;r)= {rlIrE X Bd(x,xo) < rl 
为 以 ze 为 中 心 、r 为 半径 的 开 球 。 称 点 集 
B(xo;7r)= {xlxE XH dx x) «rl 
为 以 re 为 中 心 .r 为 半径 的 闭 球 。 称 点 集 
Slxor)={xlx EX B a(z,zo) = rl 
为 以 x0 为 中 心 .r 为 半径 的 球面 。 
由 定义 可 得 
Sir) = B(xošr) ~ B(xoi r) 

在 度量 空间 (X, dz) 中 ,集合 MC 是 有 界 的 当 且 仅 当 存在 xo€ 与 一 个 正 数 r, 使 得 村 己 
B(xro:r)。 

开 球 B(xois) 也 称 为 点 xo e — Api. AX NCC MD EU xo 的 菜 个 - 邻 域 , 则 称 做 
x, 的 邻 域 。 

【定义 1.1.31( 开 集 与 闭 集 ) 设 子 集 CC X, 1058 c JE C 中 每 一 点 的 邻 域 , 则 称 G 是 了 中 
HFR. 车 了 的 子 集 F, 其 在 中 的 余 集 是 开 集 , 即 =X- FEX PATR, UR FEX 
中 的 闭 集 。 

如 果 度 量 空间 X 中 的 集 4 是 点 ro 的 领域 , 则 称 xo 是 4 的 内 点 。4 的 内 点 全 体 所 成 之 集 
称 为 4 的 内 部 , 记 做 AR Int( 4)。4° 是 开 的 旦 是 中 最 大 的 开 集 。 

X BRAR TERK REJ RA u FHER. 

【定理 1.1.1】 设 /是 度量 空间 X 的 开 子 集 全 体 所 成 之 集 族 ,那么 

(T) £$€LX€J. 

(T) J 中 任意 多 个 元 素 的 并 集 是 中 的 元 素 。 

(T) 了 中 有 限 个 元 束 之 交 集 是 了 的 元 素 。 


将 定理 1.1.1 中 的 性 质 一 般 化 ,给 出 如 下 定义 。 

【定义 .1.4】 (拓扑 与 拓扑 空间 ) 考虑 任 一 集 蕊 的 子 集 构成 的 集 族 TE 了 满足 公理 
(T) ~ (mn), 则 称 了 是 下 上 的 一 个 拓扑 。 对 于 给 定 拓扑 TORA X 称 作 折 扑 空间 , 记 为 C(X ,7)。 

设 4 是 度量 空间 蕊 TE, xE (xo 问 以 是 或 不 是 4 的 点 ), 如 果 对 于 任意 > 0, 球 
召 (xoie) 里 均 含 有 4 中 异 于 xo 的 点 , 则 称 xo 是 4 DRA. A 的 聚 点 全 体 与 4 所 成 之 并 集 称 
为 4 的 闭 包 , 记 做 A. 

注意 ,在 R 中 开 球 8(xo;7) 的 闭 包 [x037) = HPR 疡 (roir)。 但 在 一 般 的 度量 空间 中 这 
一 性 质 不 一 定 成 立 。 

点 集 的 钱包 具有 下 列 性 质 。 

【定理 1.1.2] 设 4 是 度量 空间 8 的 子 集 , 则 : 

G) 4 的 闭 包 4 RMR. 

(2) Á 是 包含 4 的 最 小 闭 集 。 

(3) 4 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 4 = A. 

为 使 读者 加 深 理解 前 面 介绍 的 一 些 概念 ,我 们 对 定理 1.1.2 证 明 如 下 。 

【证 明 】 (1) 记 4 的 窗 点 全 体 为 咯 , 那 么 ,4= 4UD。 为 证 4 是 闭 集 ,只 须 证 A* 是 开 集 。 
任 取 各 在 , 则 xe4 且 xc 六。 必 存 在 B(x;e) 不 合 4 的 点 . 且 3(zis) 中 的 每 个 点 都 不 是 4 
HRA, BOCA B B(x;e)C D'. A,B OcA. 8t A* 其 开 集 ,也 即 ARAR, 

(2) ib FERB A 的 任意 闭 集 , 往 证 下 是 包含 4 的 最 小 闭 集 , 只 须 证 CR。 首先 证 明 F 
BRAHE F 的 点 。 反 证 法 。 车 有 FERA y e F.W) x€ FI] F° 为 开 集 , 必 存在 Bie) 
CC 六 ,于 是 ,B(xo;e) 不 含 F PRA, RE xo 是 FF 的 聚 点 矛盾。 因此 ,FF 的 察 点 均 在 中 。 由 
于 4CF, 根 据 聚 点 之 定义 知 ,4 HRADE FHRA AW A OE SUBE F h. ACF H 
(0 A RAR, MEA 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 。 

(3) 必要 性。 车 4 是 闲 集 , 则 由 (2) 知 ,4 是 包含 4 的 最 小 团 集 。 因 此 ,4C4, 故 4= A. 


HAE. A-A BOH 是 闭 集 ,所 以 4 RNR. EI 
【定义 11.50863) 设 M 是 度量 空间 X 的 子 集 ,如 果 
M< X 
HIERO tE X RIE. MIR M 在 下 中 稠密 ,那么 ,了 里 的 丢 个 味 不 论 半 径 怎 样 小 ,都 含有 M 
中 的 点 。 


例如 ,有 理 数 集 在 实数 集合 中 是 筒 密 的 。 

1.1.3 KA Cauchy 序列 完备 性 

在 度量 空间 (XX.d) 中 ,利用 度量 d 来 定义 序列 的 收 敏 。 

DEX 1.1.6] 000: LIB) — 设 (x,) 是 度量 空间 (XX,0) 中 的 序列 , 若 存 在 x€ ,使 得 

lim dx, ,x) =0 

MWE AA E x 称 为 (za) 的 极限 。 记 为 lim x = xe FO DER RARER. 

【定义 1.1.7](Cauchy 序列 与 完备 性 ) BO, d EEREN, (x,) 是 中 的 序列 。 如 果 
对 于 任意 >0, 存 在 和 N= N(e) >0, 当 m,n> 入 时 ,有 

-8 . 


d(x,,z,) <£ 
MERC) Jg Cauchy 序列 (或 基本 序列 )。 如 果 中 的 每 个 Cauchy FIH KAF Y 中 的 点 , 则 
称 X EEGA 
实 直 线 R 和 复 平面 C Jë Z D Estar E. (B S R R 上 的 一 个 点 =, 得 到 不 完备 的 
Zi R- fal。 可 以 证 明 ,3.1.1 节气 到 的 Euclidean 空间 R" 与 C" 是 完备 的 ,有 界 数 列 空间 1 
是 完备 的 ,空间 好 (了 > 贡 是 完备 的 ,还 可 以 证 明 , 任 一 非 完 备 空间 均 可 使 其 完备 化 。 


1.1.4 REE Banach 空间 


为 使 度量 空间 中 的 度量 与 向 量 空 间 中 的 代数 运算 结合 起 来 ,我 们 在 向 量 空间 上 建立 向 量 
的 范 数 , 它 是 向 基 模 概念 的 推广 。 并 由 范 数 定义 向 量 空 阳 的 度量 ,从 而 产生 了 研 范 空间 ,者 在 
这 种 度量 下 赋 范 空间 是 完备 的 , 则 称 为 Banach 空间 。 

{定义 1.1.81( 赋 范 空间 与 Banach 空间 ) 设 XX 是 数 域 K 上 的 向 量 空间 ,在 上 定义 映射 
4 一 R:x 1 一 上 |x|, 对 于 任意 x,yEX,n€ 太 满足: 

(N) <l >o. 

(N) dxi-o 当 且 仅 当 x=6。 

(N) lar] =tat} xila 

(N) Hz+yl <l xj + lyle 
RIER x | 2u x 的 范 数 。 称 (x, le DARASE. YE X CEU RE 

d(x.y) = lx - yl GL) 

称 为 由 范 数 导 出 的 度量 。 若 EGAL NNERETIINUSSES EI 

【 例 1.1.4】 Euclidean 空间 R* 及 西 空间 C", ET. x = (bo Gp 9 6 8k 


tal (Sion) Vor aa. 
可 验证 (NU ~ (Na) 成 立 。 由 范 数 导出 的 度量 是 

d(x,y)= |x - y| =€ U nl + + 18. - n 
Ab y (nuni ms BEPA EHEER F,R 和 C^ 是 完备 的 ,因此 ,Ra C^ 均 是 Banach 
空间 。 

[01.1.5] Sl (P >1), # P EXER 
lx ($g) hs oneer (0.1.3) 

易 验 证 式 (1.1.3) 满 足 范 数 公理 (Ni) ~ (Ns,)。 由 式 (1.1.3) 导 出 的 度量 是 


d(x,y)= {x-y - (>: ! £ pi)? 


刀 在 这 个 度量 下 是 完备 的 , 帮 I Banach $81. 
(61.1.6] 空间 性 是 Banach 空间 。 容 易 证 明 
Ixl Ssapl hisa = (i, fat) ET 
fibi. 
dry) = supt ý= gæs Cobos (meme) EI" 
P hk C m. 1° 是 完备 的 。 


【定义 1.1.91( 等 价 范 数 ) k x RB Ras Bl. T. E o de X CEP ERE in 

EER a 和 5, 使 得 对 所 有 z€ XH 
al xloz Ex sbl xilo 

Rises SR Ó 等 价 。 

【定理 1.1.3]. 在 有 穷 维 向 其 空间 XE feta EU CL I Lo 都 是 等 价 的 。 

[EX 1.1.10]( 紧 性 ) 设 开 是 度量 空间 ,如 时 开 中 的 每 个 序列 都 有 一 个 收敛 的 子 序 列 ， 
则 称 是 紧 空 间 。 设 子 集 MCXGEM R. x BJ F es] , 即 M 中 的 每 个 序列 都 有 一 个 收 委 的 
子 序列 ,其 极限 是 M 中 的 一 个 元 素 , 则 称 M 是 紧 集 。 

引进 紧 性 概念 的 目的 在 于 有 穷 维 贱 范 空间 及 其 子 空间 的 一 些 基本 性 质 是 与 紧 性 有 关 的 。 

【定理 1.1.4】 在 有 穷 维 赋 范 空间 中 ,任意 子 集 W 为 紧 的 充分 必要 条 件 是 M 为 有 界 闭 
集 。 

例如 ,R 中 的 区 间 (0,1) 是 非 紧 集 。 有 R 中 的 自然 数 集 [1,2,…| 也 是 非 紧 集 。 而 区 间 [0,1] 
是 有 中 的 紧 集 。 

【定义 LLORET) 设 X YER PRK 上 的 两 个 向 量 空间 ,如 果 算 子 了 满足 : 

(1) 的 定义 域 D(7T) 是 的 向 量子 空间 ,了 的 值 域 R(T) 包 含 在 了 中 。 

(2) 对 子 所 有 x y € D(T) ,任意 a€ Kol 

T(x+y)= Te + 
[osa 7 Wed 

成 立 , 则 称 了 是 线性 算 子 。 

公式 (1.1.4) 等 价 于 

T(ax+ By) = aTr + BTy, x. y € D(T),a, BE K 

【定义 .1.12]( 有 界线 性 算 子 ) dE X.Y ÉRIC OAK LARES, T: DT) YRR 

性 算 子 ,D(7T) c X RETE EE c >0, 使 得 对 一 切 rE DT) ,有 
lrxllrselxlly (1.1.5) 

RAIA || Tx ecli 。 那 么 , 称 了 是 有 界线 性 算 子 。 否 则 , 称 7 为 无 界 算 子 。 

有 界线 性 算 子 的 定义 与 微 积 分 中 函数 有 界 的 定义 是 不 一 臻 的。 有 界 西数 是 措 值 域 有 界 而 
言 。 这 里 的 有 界线 性 算 子 是 指 D 7) 中 的 有 界 集 ,其 像 在 Y 中 亦 为 有 界 集 的 那 种 算 子 。 例 如 ， 
f(x) sx 是 RR 到 RR 的 有 界线 性 算 子 ,但 不 是 RR 上 的 有 界 函 数 。 


ista 15) ESI utero), put fio 


[EX 
gea 
lxi 


BELAID sp E <> ,将 此 数 定义 成 算 子 7 的 范 数 , 色 


Iz€ D(D),z 6] 


| Tx | 
| TE = sp -TE (1.1.6) 
pu 


如 果 DT) = 181, 我 们 定义 上 Tl =0, 此 时 ,了 =0。 
ésta 16, TET < ri .从 而 ,有 


FI 
irel «ll Tl Iz] .xencr) 
RF xy € DT) ,利用 下 列 不 等 式 
Vu 


| 7x || | Tx || 


Irisa Ta] > 98 al > | l 
"T 
pt zz | = supll 7 | 1 = Tl 
从 而 ,得 
A ml 
Iri =s Tel = p Ú T Í = sup | el 0.1.7) 


[RX 1.1.13] REZE) 从 向 量 空间 X POP RE] DOS] X BRR K HAERTER 
RREZE. DOPER S ELR f 的 值 域 记 做 RP) = FG) Ix € DG» 

从 以 上 定义 可 看 出 , 泛 函 是 值 域 位 于 实数 域 或 复数 域 的 算 子 。 

【定义 1.1.14】( 有 界线 性 泛 函 )》 设 丰 是 数 域 K LOREZ, f EAD) IK 
线性 算 子 ,如 果 存 在 “>0, 使 得 对 于 所 有 x€ DD ,有 


f ls celal (1.1.8) 
则 称 /是 有 界线 性 泛 函 。 
f: D(f)— K 的 范 数 定义 为 
IAI = su uH = sup. IJ 1.1.9) 


Er HE 


由 式 (1.1.9) 可 得 
Gps Efl Ez] ,v z€ p(T) 
[ 例 1.1.7】 空间 C[a ,1]。 选 固定 的 六 EyJ= [a0], Hr 
folx)=x(10) xG €[a,b] 
ROLISIZ ER foi Cla 6] R ERE ARN, H 所 的 范 数 为 | fol =le 
【证 明 】 显然 fo 是 线性 的 ,只 证 fo HE. H 
folx)l=1r(t) ls [zl] vae Ca^) 
MR HSE IE fo E = 另 一 方面 , 取 zo0=1, 得 上 x01 1, 1l fo ll m foo) t 因此， 
lol sis du 


1.1.5 内 积 空间 Hilbert 空间 


内 积 空 间 是 特殊 的 赋 范 空间 (引进 了 新 的 结 
其 核心 概念 是 真 交 , 由 此 产生 了 投影 定理 。 

[EX LLIS KARE Hibe 空间 ) 设 X 是 数 域 K(R 或 C) 上 的 向 量 空间 ,如 果 映 
射 《 :XXX 一 上 ,YX,y.ZEX, 及 每 个 aEK, 满 是 : 

(Di) (æ+ yz) = (xz) + Qs ze 

OP.) Cax y) = a(x 2o 

OR) (x,y) = Cy xD c x) 0o 

(R) 《x,x) =0 当 且 仅 当 x= 8。 
则 称 《x,y) 为 5,y WAR. ABARRE. ZWARE ERA Hilben 空间 (度量 由 式 
(1.1.12) 定 义 )。 

Hr IP) ~ (IP;) 得 : 

(l) Cox + By,2) = a(x 2) e By,2)。 


(2) Gua say». 
(3) (r,ay+ f Sa(x y) + BOri zs 
[EE 1.1.5] $ X EKREM, MY y € X1 
I< xy» 0 < Guy) (1.10) 
不 等 式 (1.1.10) 称 为 Schwarz 不 等 式 。 
在 内 积 空间 X roy x€ X. V W št 
lxi = vir,r) (1.1.11) 
XO. 1, 1) HE (NR (ND E(P) 5 (P) || ax | = V Cax sax) = Yaa(r,x) = 
lall xii, EON) Ro HI Schwarz 不 等 式 ,得 
Mr+yl|i=(x+y,r+y)= il xz |2+2Re<ex,y>+ l yl2e | x2+210x,y)1 + 
lyts lxzi?«20x Ul ly E e Uyl?zClxl«Vyl» 
因此 ,上 x+y| 和 外 xz 和 + yl. (NO BR. 1.1028 X ERES 
由 此 可 见 ,内 积 空 馈 必 为 赋 范 空间 ,其 由 范 数 导出 的 度量 为 
d(z,y) = {x-y = ZG y.x -yy (1.1.12) 
【定理 1.1.6】 A ERRERA, | d 是 由 内 积 通过 式 (1.1.11) 定 义 的 范 数 , 则 Y xy € 


x 
lx+yi + lx-»l* = ZClxi* «yi^ (1.1.13) 


式 (1.1.13) 称 做 平行 四 边 形 等 式 。 
1.6 直 交 与 直 交 分 解 


在 赋 范 空间 中 ,从 元 率 工 到 一 非 空子 集 M C X MERS 定义 为 
3= inf x-yl 


EX 


问题 :好 中 是 否 惟一 存在 元 素 ? ,使 得 
3= | x-»ll 
关于 y 的 存在 性 和 惟一 性 问题 ,在 一 般 的 赋 范 空间 中 较 复 杂 ,但 在 Hilben 空间 中 ,相对 较 
为 简单 。 
设 x、y 是 向 量 空间 中 给 定 的 二 向 量 , 称 集 
lzlzEX,z=ar+(l-a)y,0sas!l 
为 连结 + 、y OLI 
PM R X JT E.MIR Yx.y€ M 连结 x、y 的 线段 均 包含 在 于 中 , 则 称 M 为 凸 集 。 
[ES 1.1.7】( 极 小 化 向 量 ) 设 了 是 内 积 空间 , Mu $ 2g X MOSES E.M z€ Y, £ 
在 惟一 的 ?GE Mii 
3e] x-yl = -yl 
en 
【定义 1.1.16]( 直 交 ) dE x y 是 内 积 空间 工 中 的 两 个 向 量 ,如 果 
(x,y)=0 
MUJER r "y 直 交 , 记 做 上 上 y。 对 于 子 集 A.BC X. x SI a CA BF. x SA B ia 
dx A. MEYE, YDER BIA aib ERA SB ES C ALB. WE 
2eDÓe 


| 
为 4 的 真 交 补 。 
【定理 1.1.8]( 直 交 性 ) 设 了 是 内 积 空间 XX 的 子 空间 ,对 于 给 定 的 x€ 天, 如果 存在 了 E 
了 ,使 得 
x-y 8 if dr-y hl, 则 ,r=y LY 
jer 
【定义 1.1.17]{ 直 和 ) 设 X 是 向 量 空间 ,了 ,Z REX 的 两 个 子 空间 , 车 yrEX 可 惟一 地 
表示 成 
z=y+z EV, EZ 
BE XAY 5 Z WJ BH X= YZ. WR Yl Z,M X = Y@ Z 称 做 了 与 Z 的 直 交 各。 
【定理 1.1.9]( 直 交 和 ) 设 了 是 Hilben 空间 H HATEN, N 
H= ve Y+ 
Blv z€ H. UE dam 
r= y+z.y E€ Y,z € Yt 《1.1.14) 
式 (1.1.14) 中 的 y 称 做 x 在 子 裤 间 Y 上 的 直 交 投影 。 
定理 1.1.9 亦 称 做 投影 定理 ,定义 映射 
PiH-—Y.Pixboy = Px 
P WN H S| Y WW PF. PRATER.: 
(1) P 的 范 数 或 是 0, 或 是 1。 
Q) P 必 是 有 界线 性 算 于 。 
(3) PSP S Po 
(4) P AFSAT Y 的 直 交 补 :AUP) = Yt. 


1.2 几 种 函数 空间 


本 节 介绍 Ha 也。 控制 理论 中 涉及 到 的 几 种 函数 空间 。 
1.2.1 时 域 函 数 空间 
LL- @ ,+m): 所 有 平方 可 积 函 数 x COR €^ 所 构成 的 诡 数 空间 , 即 对 于 x (€ C" 


(- % <ií< +=), 


[lr la <+ > 


其 中 || ° Í 29 Euclidean 范 数 ,积分 为 Lebesgue 积分 。 
在 L(- 中 ,+ 到 ) 上 定义 肉 积 :r(O GEB 9 O9) 


(= P rto (a (1.2.1) 
这 使 Lal- o, + RH Hilbert 空间 。 由 内 积 导 出 的 范 数 为 
a i 
1z(O1 Gant e (ento scia)? (1.2.2) 
这 样 (= m , + = ) 按 此 范 数 成 为 一 个 Banach 空间 。 


LIO, + m): 所 有 对 于 ; < 0 除 在 测度 为 0 的 集合 上 ( 即 对 凡 乎 所 有 (< 0) 均 为 0 的 
Lal- w, + %) 肉 的 函数 全 体 所 构成 的 集合 。L2[10, + %) 为 a- =, + wm) 的 一 个 闭 子 空间 ， 


其 直 交 补 记 为 L,( - %m,01。 因 此 
Llí(-»,--)2L5(-9,019L[0, + 9) 
2.L,(R, C?**) :所 有 R- C" " ER FARRAR X COMES 


EROE OLETE 
在 LA《(R,C”"*") 上 定义 内 积 及 导出 范 数 依 次 为 
Qt), YGD) = f” meet" CO YC)dt 0.2.3) 


XG) = (XG), XU)? (1.2.4) 
这 样 La( 及 ,C"**) 按 此 内 积 ( 范 数 ) 成 为 Hilbert 空间 (Banach 空间 )。 


1.2.2 频 域 函数 空间 
1.14: 所 有 对 w(Lebesque) 平 方 可 禹 的 复 向 量 西数 x(jw): | R- C^ 全 体 所 成 的 空间 , 即 注 
E 
fn edo < = 
定义 内 积 和 相应 的 导出 范 数 为 
(y = HB et Gayle vo € D (1.2.5) 


I zGo) |> = (x,z) (1.2.6) 
这 样 L, 按 上 述 内 积 ( 范 数 ) 成 为 Hilbert( Banach) 空 间 。 
Ria: 5E 3 RL, 空间 为 
RL, = |z 1 x€ Ly, x 为 实 有 理 函 数 向 量 ! 
RL, 是 L, 的 一 个 秋 密 子 空间 , 故 RL, 不 会 按 上 面 定 义 的 内 积 ( 范 数 ) 成 为 Hibert( Banach ) 2 I8] 


【 非 完备 性 ) 。 E 
2.H,: H, REFAH 平面 Re s>0 上 解析 ,在 C^ LUE, E WE n F SOR a] US 


数 向 重 x(s) 的 全 体 所 构成 的 空间 


i 
ET _ l z(t+je)l2ae] < = 


定义 上 式 左 端 = | xls) lro WA, H, 按 此 范 数 成 为 Banach 空间 。 

H, 空间 实际 上 是 p = 2 时 的 Hardy REZE H, 的 特例 。 

[3E 1.2.1]. E z€ 瑟 . 则 对 几乎 所 有 的 o ,和 极限 

xe) = lim x(£ e jo) (1.2.7) 

THESE RC Lo MH r Io D 的 线性 单 射 的 保 范 映 射 。/(x) 为 单 射 :车 ra 
MFAS) ,映射 + 一 x 保 范 : 上 x 上 = 和, 即 映 射 前 后 范 数 保持 不 变 。 

由 定理 1.2.1 可 知 ,虽然 x€ h 在 虚 轴 上 无 定义 ,但 可 将 其 延 拓 到 L, POAR RM M 

TETEN 


而 ,将 H, 视 为 Ly 的 一 个 闭 子 空间 。 
Hk: H, fE L, 内 的 直 交 补 空间 。 其 定义 只 需 在 上 述 H, 定 义 中 ,将 了 >0 改 为 <0。 
RI: RH2 = {xix € H,,x HKA ARAE) 
RHF : RH, 在 RL, 中 的 直 交 补 空间 。 
Lodel 
RL, = RH,@ RHF 
显然 ,RE 为 在 Re s>0 PRECES (WR br BO PORTE MI SCR RRAN Hk 4 D r 12 AR 


[51 1.2.1] $ GO up MSE na lo 
1 1 


s-l ssl 


fG)= = gi(s)+ gls) 


其 中 n) = ire nu 
1 
m(s)= -7168h 


3.7- :由 jR-CU BR 
supe FGo)] < E 
的 函数 矩阵 Fljw) 全 体 所 成 之 空间 。 一般 地 ,4 ORKER o CADRE ON. 
TCA) = mahal A* ATIS 
在 工 < 中 定义 范 数 
上 到 个 = supol FGo)] (1.2.8) 
则 此 空间 成 为 Banach Z Ej, 
4.H, if Cc C^", ETE 
suplaLFCG) M Re s >O} «o 
的 函数 矩阵 F(s) 全 体 所 构成 的 空间 。 定 义 范 数 
Fl, = snpfz[P(s)] I Re š > 0l 0.2.9) 
H SIEL p = o BJ f Hardy 空间 H, 的 特例 。 
类 做 于 定理 1.2.1, 可 将 Dru re i S SOEDESE H SES L. M. HeX L. 的 一 个 闭 子 空 
局 。 
类 似 于 RH, FTA X. RFs 空间。 
TE Ls 和 羽 。 中 无 内 积 定义 , 故 无 直 交 的 概念 。 因 此 , 称 HL ORHA) 上 #8。( RH ) 的 补 空 
间 。 有 关系 式 
Ls = Hs + HÈ 
RL, = RH. + RHE 
易 知 , RH. SEE Re 520 FVJGULGLPUIE JU SIS EARO EARRAS A o 
【 例 1.2.2】 令 


C5-2)(s+2) 
f= 


MOE RL. IB f(s) e RLa( 非 下 格 正则 ), 做 分 解 


Epl cl 
其 中 
al) = tthe an. 
ns - Lieu 
2 — f 8k o — 范 数 之 问 的 关系 : 
0) Æ FEL., M) Flic LH 
I FÌ] e =sapl | Fx | ;1z€ L, x |, =1]==up[ B Buen, laz l2#0] (1.2.10) 
RelA L, ERER 
(2) € FEH., M] FH,C H, E 
i Fx ll 


IF || o =sup[ | Fx |; 1z€ Es, || z |> =1]= supt Trj, z€ In, Vx Hase] (1.2.10 
正 是 因为 存在 上 述 关系 ,我 们 称 m — 范 数 为 2 ~ 范 数 的 导出 范 数 。 
【定理 1.2.3】 设 UGOw) 为 w(t) 的 Fourier 变换 的 像 函 数 ,如 果 (0€ Ll- e, +), 
W UGe)€ L, B 
laul) la = UGod d. (1.2.12) 
其 中 


katoi = [7 tao as 


lUw) là = Ax. I Ulje) ll?do 


DER] Ru, ,rELl- 9, + e), U. V 49 SI E Fourier 变换 的 像 函 数 。 由 内 积 定义 ， 
有 


Gi) = P ra = Ë asco” Vow)erdodt = 
zÉ IÉ e Detd] valde š | won ves = (U,V) 
4 u() = vl), i 
lulh 2 (u,a) = (U,U) = UG? I3 DE 
等 式 (1.2.12) 称 为 Parseval 5& CAH TERESA 2 - 3k CERO) E URS 2 - 范 
数 之 间 的 关系 。 
4 X(s) € H,CL, 的 于 空间 ) 的 Laplace ERA xC), HER Parseval 等 式 (1.2.12) 可 知 
jz 上 2 是 时 域 信号 (OKRE, EO F(s) EE .为 一 系统 的 传 炒 和 矩阵 ,而 y - Fr 为 其 输出 ， 
则 由 式 (1.2.11) 


LIBET |Z 


Elit, | F | 。 的 物理 意义 是 传 函 矩 阵 为 天 的 系统 的 能 量 放大 系数 。 
ou 


x€ H., | x l0 


1.3 奇异 值 及 奇异 值 分 解 


DEX 1.3.1] ECKE E — 具备 M — MU X TERR BUB PE M 称 为 世 米 特 ( Hermitian) 
阵 ( 实 对 称 阵 )。 具备 Q" = Q- 这 一 性 质 的 矩阵 Q RAE (Unay) E (ERA) 
【定理 1.3.1】 OK PEE M 的 所 有 特征 值 均 为 实数 。 
[81.3.2] 对 任 一 厄 米 转 降 M fed PE 8, 使 得 
M = QMQ' = QMQ`! Ca t 
其 中 站 是 以 M D Sc 3648182224 8 289 Ef BE , 
Ë H #E m x n B mE H" H 是 阶 数 为 n 的 方 阵 , HH ' 是 阶 数 为 m BRE. H HS 
0, HH" >0 2HIEDATGOK TIRE , 故 其 特征 值 均 为 非 负 实效 , 且 有 有 
rank( H " H) = rank( HH ) = rank( H) (1.3.2) 
车 rank( H) = ">, 则 可 证 ACH H) = ACHH" ) 2 0, ie 12, ers W HT Hn r 
DREM H 的 其 余 m — r T AF18 5 2, 
【定义 1.3.2}( 奇 异 值 ) 2 A(i= 1.2... n)E HH BRER, KA= V4, ROLE 
1.2.…:mj 称 为 吾 的 奇异 值 。 
实际 上 ,矩阵 的 奇异 值 是 复数 标量 绝对 值 概念 的 推广 。 事 实 上 ,对 复数 ,有 


8 a e pas pal. 
【定理 1.3.3】( 奇 异 值 分 解 任 一 秘 为 Ë) m x n Ë H 能 被 变换 成 
h z 0 E Fe 
R uo-[* M 或 An NE 0.3.3) 


eh R*R= RR°' = I, K Q` Q = QQ'* = 1, VE E = digles o, 6l o (i 23.2, rA 
召 的 "个 韭 0 奇 异 估 ,并 且 asna t >o, > 0, 
[uH] 排列 iAi,i=1,2,…,n} ,使 得 
LERTE IE ETRU 
由 式 (1.3.2) 知 , 吾 HAr R HT 如 的 秩 也 是 r。 因 此 有 Amami ma >A =a, = 
0 Ë g (i= 1.2, 0n) H" 政之 对 应 着 A; UD IE SEU TRUE DI BE ,定义 


Q = [G Q. q. L q. = [ Q, : i (1.3.4) 
由 定理 1.3.2, 有 
ou ug-|P °) (1.3.5) 
° 0 
其 中 x = diaglà,, A3, 。 利 用 式 (1.3.4) , 式 (1.3.5) 能 写成 
Q: H* HQ, = 0 (1.3.6) 
和 Q' H" HQ. = 22 
Z Q'H'HQ ES =I (0.3.7) 
HP E= disglao, salo 定义 m x r BP R. 为 
R = HQ Z `` (1.3.8) 


则 方程 (1.3.7) 成 为 Rè R = 了, 即 R, 的 各 列 是 规范 正 交 的 。 选 择 R, E R-[R, RA 
Pug 


— BE. *# Ë 
Ri HQ, Rv HQ, 
(1.3.9) 


Ry 
aie MILI 9 = |z: HQ, Ri HQ. 
由 式 (1.3.8) 得 HQ = RE, B8 XX (01.3.6), 8 HQ; = 0。 又 因为 R 是 正 交 规范 的 , 故 有 
RY Ri= 7 及 Ri=0。 因 此 , 式 (1.3.9) 成 为 


a' so -| 


2 0 dd 


9 nan 
io mih mr db H HE dx BAE RATER io 
矩阵 奇异 值 的 性 质 : 设 ACC 

(0) AASIA) In AA" «o (A) Ls 
(2) SCA) « IALA) &c(A)« 


OTA = pa ees Lan alis Are ma Las 
其 中 ,5( 4) 表示 A IB RCKCESSIR Lo CAD ER RUIN |z | = x xs 

(4) 5(4)s<1 当 且 仅 当 了 -4 A203 1- AA" 20, 

(5) A 满 秩 当 且 仅 当 a(4) >0。 

(6) 如 果 A Wisit MD oC AD S aCA a 

CO 对 于 标量 PCC, A oi( pA) = 181a (A). 

(8) 设 A, A E Ct RU 

c(Ai e Ag e (AD + oa) 


(9) RACC, B€ ctn Rr 


"(AB) «aC A)aC(B) 
(AB) 2a(A)g(B) 
(10) 设 4 可 分 块 表示 为 
" 42] 
Aa 4n 
Bi oCA YR aCAS i j=l, 2o 
[ 例 1.3.1】 AER 
9 -8 0 
ji2 jé 0 
ur E 
0 0 0 
本 例 m=4,n=3,7=2, 可 求 得 
š E e moo 
-人 MERE jii 9 e= 1 o| 
0 0 10 0 0 
0 0 0] 


zig 


关于 奇异 值 分 解 的 用 途 , 读 者 可 参阅 文献 [4] 的 附录 A6。 
1.4 Lyapunov 稳定 性 理论 


稳定 性 是 祖 制 系统 应 县 备 的 最 看 要 的 特性 ,在 设计 认 制 系统 时 , 首先 要 考虑 它 的 稳定 
性 。 本 节 我 们 将 给 出 以 状态 空间 描述 的 动态 系统 在 Lyapunov 意义 下 的 稳定 性 的 概念 .定义 及 
主要 判 据 。 


1.4.1 稳定 性 定义 


考虑 如 下 非 线 住 微分 方程 描述 的 动态 系统 
FC) = füxG)ax Gy) = zo,t > to (1.4.1) 
该 系统 称 为 自由 系统 (无 外 输入 作用 )。 其 中 r€ R, BRI REG r) X 1 ARBORE UE 
HFE Lipsehitz 条 件 的 n 维 向 量 函 数 。 即 存在 常数 K> 0, 使 得 对 任意 zi x CRI 
f(r) -ez e Klx xl {1.4.2) 
可 以 证 明 , 在 上 述 条 件 下 , 式 (1.4.1) 中 的 微分 方程 在 任意 初始 条 件 xli) = xo 下 ,在 任意 区 间 
Erost] t =t ETE 


xlt) = x(tixo teet m to (1.4.3) 
对 于 微分 方程 (1.4.1) ,如果 存在 x, C R^ ,使 得 
x = fitx) = 0,V t z to (1.4.4) 


M x, 为 方程 (1.4.1) 的 定常 解 , 称 为 系统 或 微分 方程 (1.4.1) 的 平衡 点 。 
【定义 1.4.1】 如 果 对 任意 给 定 的 上 > 0, 存 在 3(10,s) > 0, 使 得 对 于 任意 满足 
V xo- x. | Bre) 
BELA EIE x0, 方 程 (1.4.1) 的 解 (1.4.3) 满 足 
Haleri) - z || < etm f 0.4.5) 
则 称 平 衡 点 x, 是 稳定 的 ,如 果 x, = 0, 则 称 原点 是 稳定 的 。 
在 以 上 定义 中 ,如 果 =al) EPE 如 无 关 , 则 称 平衡 点 x, 是 一 致 稳定 的 。 对 于 线性 定 
常 系统 ,x。 的 稳定 与 一 致 稳定 是 等 价 的 。 
以 下 为 简便 起 见 ,最 方程 (1.4.1) 的 平衡 点 re =0。 这 样 做 对 线性 系统 并 不 失 一 般 性 。 
UEX1.4.2] 如 果 平 街 点 z. =0 是 稳定 的 , 旦 
lim xim l = 0 0.4.6) 
则 称 平衡 点 r =0 是 渐 近 称 定 的 。 
【定义 1.4.3】 如 果 二 =0 是 渐 近 稳定 的 , 且 存在 正 数 o > 0 和 4 >0, 使 得 
D xCrixo s) e oci yr to (1.4.7) 
成 立 , 则 称 x =0 是 指数 稳定 的 。 
值得 注意 的 是 上 述 定义 中 的 稳定 性 均 为 局 部 特性 , 即 式 (1.4.5) ~ (1.4.7) 只 要 求 对 于 注 
E | x, Í < 6(s) 的 初始 条 件 xo 成 立 。 一 般 我 们 有 如 下 定义 。 
【定义 1.4.4】 如 果 从 系统 (1.4.1) 的 任 -~ 有限 非 零 初始 状态 z, 出 发 的 轨迹 xlt; Xo, ty) 
都 是 有 界 的 , 且 成 立 
lim || x(t; xo, to) l =0 (1.4.8) 
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则 称 平衡 点 x. = 0 是 全 局 (大 范围 ) 浙 近 稳 定 的 。 
身 定义, 系统 居 全 局 渐 近 稳定 的 必要 条 件 为 , 除 原点 处 平衡 点 丰 外 ,不 存在 其 它 孤 立 平衡 
点 。 需 注意 的 是 ,对 于 线性 系统 , 渐 近 稳定 性 意味 着 全 局 渐 近 稳定 性 。 


1.4.2 稳定 性 判 据 


由 定义 判断 系统 的 稳定 性 ,需要 解 系统 的 状态 变量 。 下 面 将 要 讨论 的 Lyapunov 第 二 方法 
求 出 状态 方程 的 解 而 直接 判断 解 的 稳定 性 ,因而 又 称 为 直接 法 ， 
为 简 使 计 , 下 面 讨论 定 常 系统 的 稳定 性 条 件 . 即 方程 (1.4.1) 可 以 表示 为 
alt) = f(z(4)),f00) = 0 (1.4.9) 
对 于 一 般 的 时 变 系统 相应 的 结果 , 可 参阅 有 关 文献 。 
[EX 1.4.5]. 如 果 存 在 标量 函数 PT(r)>0(V(D =0) 对 x 可 微 , 沿 方程 (1.4.9) 铬 轨迹 
的 导数 连续 , 且 满 足 


Svo» = [37] 760» «o. v: (1.4.10) 


其 中 
3r 


Jx 7 
则 称 V(xC1)) 是 方程 (1.4.9) 平 衡 点 x, = 0 的 Lyapunov B $. 
AETA ,正定 函数 V(x) 可 解释 为 系统 的 "能 量 函 数 "。 如 果 能 找到 CP RG R BA, 
沿 方程 (1.4.9) 的 解 轨迹 ,随时 间 是 不 增 的 , 则 z. = 0 是 稳定 的 平衡 状态 。 
[38 1.4.3] E ucm 为 208]. ABE, ERORA (0a 对 于 任意 的 
x€ U ERE (5355) 238 Je VETE TEUR E MU A PEUU P^ A JW ER o (COR COO, 
(1) «(0) = g(0) - 0. 
elll x l2 VGOsgCH x 1). 
【定理 1.4.1】 对 于 定常 系统 (1.4.9) R E Bi x, = 0 的 邻 域 U 内 ,存在 Lyapunov 
UE V) , 则 平衡 点 x = 0 是 稳定 的 。 
CER) 设 存在 平衡 点 x, = 0 邻 域 U 内 的 Lyapunov 函数 V(x)。 由 引 理 1.4.4 ,存在 满足 
(0 和 (2) 的 严格 单调 增 函 数 aC) B(r)。 考 虑 使 得 球 城 
CEEIFIE ESTIS 
MEE e>0, 对 于 s>0, 取 4(s)>0, 使 得 


m 


EET 


PCA) = ale) (1.4.11) 
由 于 对 任意 初 态 xo( xol «000, 
EVOO < 0,V i > to 《1.4.12) 
所 以 
V(x(2))= V(z(to))= V(xo), V t2 do 
故 有 
aCl x ED < Vir) < Vix) < BC zo |), V t > i 《1.4.13) 
国 为 B(z) 为 严格 单调 增 函 数 , 甩 1 xil aC LEE 
Bl xo l) < 008) (1.4.14) 


1207 


由 式 (1.4.311) (1.4.13)、{1.4.14), 得 
c(| x )<a (e), V t to 
局 理 . 由 alr) 的 单调 递增 性 ,有 
Nr) «e. V tto ud 
UE 1.4.2]. 对 于 定常 系统 (1.4.9)。 如 果 在 平衡 点 x. = 0 邻 域 U 内 ,存在 Lyapunov BR 
数 Vix) B iñ z 
freud = (25) ra» =- YQ) (1.4.15) 
其 中 W(x) » 0, RE IRAECHL A. RAER. 
[4838] 由 定理 1.4.1 知 ,系统 是 稳定 和 的。 并 且 由 定理 1.4.1 的 证 明 可 知 ,对 于 任意 给 定 
的 初始 条 件 x€ 上 ,存在 so > 0, 使 得 
Ixl) il <e Yta to 
B2 V(r) E + BOSE RA, FAR, MURR lim VU EE 令 
limV(x(:)) =L (1.4.16) 
fU LAO, B W(x)>0.V 12 t, 5E FETETEAANIERC ! >0, 使 得 
W(x)2»Ll Vtzto 


EALO) - Lie e BIB La. BR. LET 
存在 有 限 的 t, < (V(ro) - L)71, 68:8. 
V(x(a))= Z 
X -- ies (1.4. 16) 8 8 L= 0, H Lyapunov 
函数 的 定义 , V() = 0 意味 着 x(m ) 20, BT 
limz(:)-0 DE 
1 定理 1.4.3】 对 于 定常 系统 (1.4.9) ,如 果 , 
在 平视 点 x, = 0 的 领域 内 ,存在 Lyapurov 函数 
v(x), BHE gi "DA n 
G) y l x l^ VG y. | x ll € U 


X 
y 
L 


à 图 1.4.1 Burke 
D a YG G) < -ph yrEU 


其 中 yi >0.y; > 0. >0 为 给 定常 数 . 则 该 系统 是 指数 稳定 的 。 
[BA] 设 满足 条 件 (1)、(2) 的 Lyapunov 函数 V(x) 存在, 则 有 


Paa- vt yx Ev 
Fou) pg 
VxGD* n 
对 任意 给 定 的 初始 条 件 x+(10) = zo, 对 上 式 两 端 失 to 到 上 积分 ,得 
RByw(z(O)-InV(x(8a))= EXE 
所 以 
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YGxG)) 3 
ES) sepi uU -4)] 
根据 上 式 及 条 件 (1) ,有 
IE lec YGgegl - ZG w]e 


Z | xo Pep = ŽC m to) =e Ü zo np 26-8) 
i 3 


Ripa =a =É, SEI 
以 上 各 定理 给 出 了 非 线 性 定常 系统 稳定 性 的 充分 条 件 。 对 于 线性 定 富 系 统 
ali) = Axli) 0.4.17) 


其 中 ACR "为 定常 矩阵 。 如 果 取 二 次 型 
V(x)2aTG)Px (G0). (P 是 对 称 阵 ) 
作为 式 (1.4.17) 的 Lyapunov 函数 ,那么 , 没 解 轨迹 有 


YE = O PEG) + TUPE) = x GTP + PA)xG:) (1.4.18) 


ig 

A'P + PA =- Q (1.4.19) 
显然 Q 也 是 对 称 阵 。 方 程 (1.4.19) 称 为 Lyapunov 方程 。 那 么 ,由 式 (1.4.19), 式 (1.4.18) 可 化 
为 


$E. -xzr(D)Gr(D<0 (对 任意 zz0) 


因而 .由 定义 1.4.5, V= z" Px 可 作为 [yspunow B. ESL. c0, 38 RTI T 
【定理 1.4.4】 系统 (1.4.17) 是 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 ,对 某 个 已 给 的 对 称 正定 阵 
Q BIEZUERCL A IDAR- PLE, P 也 是 正定 的 。 
SERE EATE TT pa B B BT ADTA H ,定理 的 必要 性 的 证 明 略 。 
如 果 令 
Yi Aq CP) ys Au (P) m Anu CQ) 
显然 有 
Yxilxl?*eVGi)«r,ixl*, vx€n* 


V(x)< ~al xl?, YxER 
因此 ,对 于 线性 定常 系统 来 说 ,如 果 是 渐 近 稳定 的 话 , 则 一 定 是 全 局 指数 稳定 。 
{ 例 1.4.1】 已 知 


试 判断 其 稳定 性 。 
Ug] 取 QQ@= 了 ,方程 (1.4.19) 化 为 


P PAIS: Mas M 0 MUR M 
1 -2 Pa Px Pa Poll -5 -2 0 -1 
Bp 
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-SPx + Pa -2P,; = 0 


[ne -1 
Poa-2Py+ Po-2Py= -1 


P 1 
HI Pu= gp Pes ip Pu = jph 


P 是 正定 阵 ,因此 ,该 系统 是 渐 近 稳定 的 。 
1.4.3 ”时 灌 系 统 的 稳定 性 


BREEDTE 
x(#) = fay x) ,tt (1.4.20a) 
Tu(8) = $(0), v0 € [- 4,0] (1.4.20b) 
He x,(:)3828 9798 ER NY 
x,(6) = x(: + 0), v8 € [- d,0] (1.4.21) 
首先 ,我 们 引入 如 下 符 导 。C,a = C([ 74,0] ,R") 表 示 将 区 间 [ - d,0] 映 射 到 R" 的 连续 
向 量 值 函数 构成 的 Banach 空间 ;四 上 = sup. seiso ll CO IL ERKA $€ Cs 的 范 数 ,其 中 
1- || Æ Euclidean 范 数 ;集合 chu = EC al lll 。< 中 ,其 中 "是 正 实数 。 
BPE Cha BARBIE ft,$):R+ x CL — R" 是 连续 的 且 关 于 由 满足 Lipschitz 条 件 ( 见 式 
(1.4.2)) (0,0) = 0, 
令 xo P) RES ERIT A PE ( 4) € R* x Cs,s 下 , 泛 函 微分 方程 (1.4.20a) 的 解 。 
【定义 1.4.5】 如 果 下 列 条 件 成 立 , 则 称 方程 (1.4.20) 的 零 解 x (1) = 0 是 一 致 新 近 稳定 
的 。 
(1) 对 每 一 个 。>0 和 每 一 个 >0, 存 在 与 to 无 关 的 8 = 8(e) ,使 得 对 任意 bE C 
程 (1.4.20) 的 解 z Cro), RA zz to 满足 zi(i$)E Cus 根据 定义 式 (1.4.21)， 
x,(t,$)( OR x CtoO) = x(t0,$) (t+ 8). 
《2) 对 每 一 个 3 > 0 和 和 一 个 to20, 存 在 与 to 无 关 的 TORS gRr GERD vo。 > 0,48 
得 对 任意 $€ c... lOl a < o E | x OS 9 |< <, V rz tat TO) 
注意 到 ,条 件 (1) 为 一 致 稳定 性 的 定义 (参阅 文献 [21] 中 的 定义 8.3) ,而 条 件 (2) 为 渐 近 稳 
定性 的 定义 (参阅 文献 [21] 中 的 定义 8.4)。 
令 (= 1,2,3, 表 示 连 续 非 减 标量 函数 , 且 具 有 如 下 人 性质 
V.(x)>0,V x 250; V(0) = 0 iz1.2.3 
【定理 1.4.5】 考虑 泛 函 微分 方程 (1.4.20)。 设 存在 连续 泛 苞 VU, PWE: 
A) VEH EO) I) sv ,Gs v,( 600 I; 


O) Pads- VC xG) Dh VOER VC4x) 沿 方程 (1.4.20) 的 解 圾 迹 的 
HASS, MDAC. 420 MERERI — RORHER UE AT 
注意 ,条 件 (1) 意 味 着 泛 函 V(1,$) 是 正定 的 。 上 述 定 理 又 称 为 Krasovski 稳定 性 定理 (e。 
Now 


我 们 在 第 五 章 讨论 时 洁 系 统 稳定 性 时 ,将 用 到 定理 1.4.5。 
1.5 线性 规划 


最 优化 方法 是 从 众多 可 能 方案 中 选择 最 佳 者 ,以 达到 最 优 目标 的 科学 。 线 性 规划 是 最 优 
化 方法 中 理论 完整 .方法 成 熟 \ 应 用 广泛 的 一 个 分 支 。 近 年 来 ,线性 规划 方法 已 经 滩 透 到 控制 
理论 的 许多 领域 。 最 优 控制 理论 .线性 短 阵 不 等 式 (LMI) 的 求解 等 都 可 归结 为 线性 规划 问题 
的 求解 。 本 贡 的 目的 不 是 讨论 线性 规划 的 求解 ,而 在 于 向 读者 介绍 有 关 线 性 规划 的 一 些 最 基 
本 的 概念 ,以 求 能 够 顺利 阅读 本 书 和 有 关 资 料 。 详 细 内 容 可 查阅 任意 一 本 最 优化 理论 ,运筹 学 
方面 的 书籍 ,如 文献 [6]、[7]。 


1.5,1 And 
DEX r.s.11053E) EG 六 CR*, 若 对 于 任意 点 x,y《E 了 ,及 实数 e,0<a<1, 都 有 
ar+(1-a)y€ D 
则 称 集合 D 为 凸 集 。 
【 例 1.5.1】 试 证 明 超 平面 


Hzlx€R'layx, + azz te + ae = b| 


Nm. 
HEB]. Exs (erresa) yE yy n EH 
即 Giri + 03224 + ax = b 
Giyi+t ay +" + ay = b 

对 aEf0,1], 有 


ax £ (1- e)y 2 [axi + (L- a) yi ax (17 a)y ex + (17 a) y, ]7 
aon s a7 a)y] e a Los, (1-e)y,] = 
alaz, etras) -allay tta) 
ab (1-a)b-b 
即 点 ar + (1- 2)y € H,EEDL HERR EI 
类 似 地 , 沪 者 可 自行 证 明 超 球 上 x | < -, 3 Euclidean 空间 R"、 半 空间 H* = [r€ RI 
apr tap i +a m PERIERE dR. HESR ç E dh. 
fE BS JLI NS FAF2 ES DCR EA D 中 任意 两 点 x、y 的 线段 仍 属 于 该 集合 ， 
DL D HER. 
DRAA MTF ER, 
【性质 1.5.1】 设 D, Dy,… ,Ds EBE , ENT X 
D= DD DN ND 
PAR, 
Du] 设 x,yED,aE[0,1]。 di x, y€ DEI c y € Dijo 2,7 k. BX D ÈD 
RB axe (0 -y€ D, je 2o, ks 于 是 ax+(1-a)y& DB DEAR., EUR 
【性 质 1.5.2】 d DRESSER 
BD-iylysfr,x€ Di 
.24 - 


Rn. 

GEA] d y.z€ 8D, 则 存在 x1 x, ED, ER y= Br1,z = rci。 因为 也是 凸 集 ,对 于 任 
X€8 aC [0,1]. ari «(17 20x4€ D. FÆ ay e (1 a)z s plor + (1 - a)x;]€ BD. 所 以 
DAHR, up 

类 似 地 可 以 证 明 下 述 性 质 。 

[ER 1.5.3) 设 D. D, 是 四 集 , 则 D, D, 的 和 集 

Di+Da=jlyly=x+zreDizeDol 
RAR 

[ER 1.5.4]. d Di,i=1,2,…, 上 是 出 集 , 则 DAD: 也 是 西 集 , 其 中 BUE 1,2, 7,3 
是 实数 。 

【定义 1.5.2]( 凸 组 合 ) d8tx,€ Puis 1,2, ,上 实数 和 0， Dh = LUE x = As 
TRIS x, ,za,…vxx HOGHE, 

由 凸 集 的 定义 知 , 凸 集 D 中 任意 两 点 x,y 的 凸 组 合 属于 D. EP SIRE E D 中 任意 
有 限 个 点 的 目 组 合 仍 属于 D 

【定义 1.5.3]( 极 点 ) 设 也 为 凸 集 ,xzE p. 39 也 中 不 存在 两 个 相 异 的 点 y ,z 及 某 -一 实 
Brac 10,1j ,使 得 

x=ey+(1-a)z 
则 称 r 为 D 的 极点 。 

可 以 证 明 , 平 面 中 ,正方 形 的 四 个 项 点 都 是 此 正方 形 的 极点 ,圆周 1 x 上 = 。 上 的 点 都 是 
AHD: x | <a 的 极点 。 

【定义 1.5.4】( 凸 函数 ) QER (x) X rd DCR 上 。 若 对 于 任意 的 ,了 ED 及 
任 高 实数 所 [0.1] ,都 有 

flez+(1-a)yls=af(x)+(1-a)/(y) 
则 称 .f(zx) 为 凸 集 D E D gc 

[EX 1.5.5] f oO WER f(x) 定 义 在 西 集 DCR" 上。 车 对 于 任意 的 z. € 

DD,x 关 ,及 任意 的 xE10,1] ,都 有 
fax € (la)y) <aflx) 5 (1- a)f(y) 

则 称 f(x) S4 D EPS s, 

[81.5.2] MERAN Ax) = e x = cimi + cretin + caza ERI ES 

DEH] UE x.yeR'.ac[0.1]. Rf 

fox + (1-a)y]= cT[ax+ (1 -à)y] 2 ac'x e (1- ee? y 
af(x) + (17 a3Cy) 

所 以 Tx E his 38, dp 

Din. 

[BR 1.5.5]. EAr) EDR DCR^ EDRR SEE 上 >0, 则 LAG GE D E feras 
数 。 - 
【证 明 】 BEM x.y€ D 及 aE10,1]。 因 为 f(x*) 是 D 上 的 山 函 数 .所 以 有 

flax +(1-a)y]=af(x) + 07 af 
.325 ， 


叉 因 为 上 20, 所 以 
KfLox + (1- a)y]= kof(x) +k- a) (y) 
Fb yE p EMORY A 
类 似 地 可 以 证 明 下 述 性 质 。 
[ER 1.5.6] AGAO EAR DCR" 上 的 凸 函 数 ,实数 20, 20, 则 af (x 
二 (x) 也 是 D ENS 
[性 质 1.5.7】 设 Ax) 是 凸 集 DCR 上 的 西 函 数 ,8 为 实数 , 则 水 平 集 
SGQ.B) - Ix Ix € D,f(x)= p| 
EDR. 
DER] ix.y€sC( X aC[0,1), FE x. € D. BL AGO «BD «B. 因为 D 是 
E.B A ax e (1- y € D, X BUS f(x) 是 D EB ril 8 AUA 
fox € (- a)y]aaf(x) « (12 a)f(y) &oB« (1-a)8= B 


Bl ax e(1- y € S(Q.B), B£. SCf, B) dE. pz 
DEX 1.5.6] (GERD HE D CR" 为 凸 集 ,Kx)》 为 口上 的 凸 函数 , 则 称 规划 问题 
min f(x) 《1.5.1) 


A HLR (Convex Programming) 问 题 。 

BERRA SGE x 的 非 线性 函数 ,因此 , 凸 规划 为 非 线性 规划 。 

对 于 四 规划 ,可 以 证 明 如 下 定理 成 立 。 

【定理 1.5.1】 (1) 凸 规划 揭 任 一 局 部 被 小 点 x 是 整体 极 小 点 ,全 体 极 小 点 组 成 西 集 。 
(2) # f(x) EBR DCR" 上 的 严格 凸 函数 ,用 规划 所 题 (1.5.1) 的 整体 极 小 点 存在 , 则 整体 极 
小 点 是 惟一 的 、 


1.5.2 线性 规划 的 标准 形 与 基本 概念 


线性 规划 (Linear Programming, 简 记 为 LP) 问 题 是 求 一 组 非 负 变量 x = (xni) fE 
一 组 线性 等 式 或 不 等 式 约束 下 ,使 一 个 线性 旦 标 函数 达到 极 小 或 极 大 。 线 性 规划 的 标准 形 可 
以 表示 为 


mineTxr (1.5.2) 
enfes Ax=b (1.5.3) 
gau (1.5.4) 
HIP c= (eisers od) n= Gens) bim Gus by OT. 
QI nm CU d). 
"LE E. 


各 种 形式 的 线性 规划 都 可 化 为 标准 形 线性 规划 。 
HERE A = (ay) x。 称 为 约束 矩阵 ,向 量 5 称 为 右 端 向 量 。 满 足 约 东 条 件 (].5.3) 和 (1.5.4) 
的 向 量 > 是 可 行 解 。 全 体 可 行 解构 成 可 行 域 D。 当 可 行 域 D = 时 , 称 此 线性 规划 无 可 行 解 
或 无 解 。 当 D xx$, 但 目标 西数 在 六 上 无 界 时 , 则 称 此 线性 规划 (LP) 无 最 优 解 或 无 界 。 
【定理 1.5.2】 线性 规划 (LP) 问 题 (1.5.2)、(1.5.3) 和 (1.5.4) 的 可 行 域 D ENR. 
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DER] 取 任 意 xy € D, 则 有 
Ar=b,rz0;Ay= b,y>0 
对 任意 的 aE[0,11, 设 z=ar+(l-a)y, 则 z>0, 且 
Az-A(ax (17 a)y) e cAx r (US a)Ay Sab + (1- a) b= b 
所 以 (LP) 的 可 行 域 D RE 证 单 

Hf 1.5.2 和 定理 1.5.2 可 知 ,线性 规划 问题 是 一 种 凸 规划 问题 。 

设 约束 方程 (1.5.3) 中 的 A HRN m, E man R| A PERE m 阶 非 商 异 的 子 方 阵 召 = 
CP Po U Pa) RA CP) HER AAEE PEER Pi piss pa EROS SETS RE ,其 余 的 列 向 
量 称 为 非 基 向 量 。 与 基 向 量 对 应 的 变量 x , x，，… ,x 称 为 基 变 量 ,其 余 变量 称 为 非 基 变量 。 

在 约束 方程 (1.5.3) 中 取 定 一 个 基 矩 阵 召 , 令 非 基 变量 均 为 0, 则 方程 组 

Pitit Pix2+ "+ Daim = b 
有 惟一 解 。 其 解 向 量 x = (zj ,x+2,… ,zy0,…,0)7 称 为 与 基 矩阵 B 对 应 的 基 解 。 

显然 ,线性 规划 (LP) 的 基 解 个 数 不 会 超过 C8。 基 解 中 的 非 零 分 量 不 一 定 全 部 非 负 。 若 基 
解 又 满足 非 负 约 东 (1.5.4), 则 称 它 为 基 可 行 解 。 此 时 的 基 B 称 为 可 行 基 。 基 可 行 解 中 非 零 
分 量 的 个 数 不 会 超过 mm。 车 基 可 行 解 中 正 分 量 的 个 数 从 为 m, 则 称 此 基 可 行 解 为 非 退 化 的 基 
可 行 解 。 如 果 一 个 线性 规划 (LP) 的 所 有 基 可 行 解 都 是 非 退 化 的 , 则 称 此 (LP) 为 非 退 化 的 。 

可 以 证 明 , 若 线性 规划 (LP) 问 题 有 最 优 解 , 只 需 从 基 可 行 解 中 找 最 优 解 。 如 前 所 述 , 基 可 
行 解 的 个 数 不 会 超过 CT. 24 n FL m 很 大 时 ,要 算出 全 部 基 可 行 解 ,并 从 中 选 出 一 个 使 目标 函 
数 达 极 小 值 的 解 , 其 计算 量 是 很 大 的 。 因 此 ,实际 的 线性 规划 求解 算法 应 该 一 定 的 规律 只 抚 选 
一 部 分 基 可 行 解 ,并 且 收 伍 到 极 小 点 ,如 单 结 形 方法 等 [1。 


1.6 上 和 确 界 与 下 确 界 


1.6.1 MATERE 


DES LEINE TFA) B 4CR, 如 果 有 一 数 邓 , 对 一 切 EARBA MaM) M 
称 4 为 集合 4 的 一 个 上 界 (下 界 )。 如 果 4 始 有 上 和 界 ,又 有 下 界 , 则 称 4 为 有 界 集 ,不 是 有 和 田 
的 数 集 称 为 无 界 集 。 

例如 ,区 间 [0,1] 既 有 上 和 界 1, 又 有 下 界 0, 从 而 [0,1] 是 有 和 田 集 。 再 如 ,区 间 { - ,0), 它 有 
上 界 0, 但 无 下 界 ; 区 间 (0, +o) AFR BELA. 

如 果 一 个 数 集 (实数 集 ) 马 有 上 (下 ) 界 , 则 它 的 上 (下 ) 界 不 是 性 一 的 。 事 实 上 ,如 果 M 是 
E Bj—^4- ESL REI M, +  ) 内 任何 一 个 数 都 是 E 的 上 界 ; 如 果 MEE 的 一 个 下 界 , 则 区 
E- % ,好 ] 内 任 一 个 数 都 是 E 的 下 界 。 即 一 个 有 上 (下 ) 界 的 数 集 E, 它 的 上 (下 ) 界 可 以 有 
X Ed. 那么, 是否 一 切 有 上 (下 ) 界 的 数 集 都 存在 最 小 上 界 ( 最 大 下 界 }? 回 等 是 肯定 的 。 ， 

【定义 1.6.2]( 上 、 下 确 界 ) 数 集 4 的 最 小 上 界 ( 最 大 下 界 ) 称 为 4 的 上 确 界 (下 确 界 ), 记 
为 sup A(inf 4)。 

LAR ap 4 有 两 层 食 意 : 

(1) 对 任意 的 zxE4, 有 xssup 4 保证 sup A 是 4 的 上 界 )。 

(2) 对 任意 的 。> 0, 总 存在 某 个 数 <€ 4 ,有 sap4 -e < xo( 保 证 sup 4 JE A 的 最 小 上 界 )。 

.27 . 


这 两 点 可 作为 上 确 界 的 等 价 定义 。 
同 于 ,读者 不 难 写 出 inf 4 的 两 层 含意 。 


例如 inf(0.0 =0,sup(0.1) =t supísin xl0s xe 7-1 


«Tisi, nt IE N| =0, 

值得 注意 的 是 , 若 a 是 数 集 4 的 上 (下 ) 确 界 , 则 a 未 必 一 定 属 于 4。 

H max A 存在 时 , 它 必 是 4 的 最 小 上 界 , 由 此 得 sup 4 = max 4。 但 当 max 4 不 存在 时 ， 
sup 4 仍 可 能 存在 ,例如 ,sup(0,1) 2 1, (E. max(0,1) 不 存在 。 因 此 , 确 界 的 概念 是 最 大 (小 ) 数 概 
念 的 锥 广 , 它 是 极 重要 的 数学 推理 工具 。 

TARERE PUMA IPTE US. 

【定理 1.6.1】 FRR E LECTOR RISUR E 存在 惟一 的 上 确 界 { 下 确 界 )。 

该 定理 的 证 明 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [3]。 

以 两 个 例题 说 明确 界 存在 原理 的 应 用 。 

[81.6.1] i$ 是 一 个 非 空 数 集 ,m 和 是 两 个 实数 , 试 证 :(1) 著 对 任何 < € E, SER. 
xx M Vll sup Ex M;(2) EREM x € EJUS xz mil inf Ez mo 

DER) (1) 已 知 对 任何 x € E DAT x< M TUAE 已 有 上 界 于 ,根据 确 界 定理 ,存在 
sup B。 又 由 定义 知 ,sup EE 是 的 最 小 上 界 , 面 MH 是 的 一 个 上 界 。 因 此 sap Ex Ma 

《2) 类 似 可 证 。 ur 

[81.6.2] 证 明 若 4 与 8 是 两 个 非 空 数 集 , 旦 对 任意 *E4 与 任意 yE 日 ,有 x= y, M 

sup Aint B 
【证 明 】 HEMRA 有 上 界 , 8 有 下 界 ,根据 确 界 定理 ,存在 sup 4 与 inf 8。 
已 知 对 任意 z€ 4. 任 意 € BUR ae y WA 
ssp A inf B< y 
ELE. fi sup 4 > inf B, 则 取 e=sup A -inf B >0, 对 此 ,存在 茶 个 元 素 y 6 B ,使 
yo < inf B+e=inf B + (sup À — inf B) = sup A 

已 知 对 任意 EATI z< vo TU, yo 是 4 的 一 个 上 界 。 注意 到 sup 4 是 4 的 最 小 上 界 , 故 有 


sup À = yo 
从 而 得 sep 4< yo < sup 4, 这 是 不 可 能 的 , 故 应 有 
sup Asin B DE 


1.6.2 HH RA 


D 3.1.6.3] ARKE FAF) IOONE 4 上 有 定义 , 称 supl f(3) Ix € AD IE 
S f(x A 上 的 上 确 界 , 记 为 sgp fz)iinfff(x)1 € ALAS RESO E A EBEF WE UA 
Ed f(x)e 

类 似 地 ,该 考 不 难 写 出 函数 确 界 的 两 层 含意 。 

函数 的 确 界 有 如 下 人 性质。 

【定理 1.6.2】 Wü IG e G0 TE 4 上 有 定义 ,e 是 常数 , 则 : 

(1) 下 面 两 式 当 两 端 有 意义 时 成 立 

inb f(a)+ infa(x)=< nfl f(x) + g(z)]=< int f(z) +*supz(z) 
,28 . 


inf FG) + sup gs) «sm f(x) + GO] «sup foo sup gla) 


(2) inf[ f(x) + e] = inf Kate 
supl f(x) + c) = sup f(x)+ c 
(3) intl - f(z)] = ~ sup Kx) 


supl -f(z)]= - int f(x) 
(4) 车 f(x) 和 g(x) 在 A 上 非 名, 则 下 面 两 式 当 两 端 有 意义 时 成 立 
def Ka) iof gGO s inf Ga GO inf Jo sup gx) 
def FG) sup ge mpl fg GO] «sup flx) sup a(x) 
(5) Æ c=0, 则 
inf fx)] = crinf f(x) 
supl f(x)] = c'sup f(x) 
(6) HRE (x) 在 4 上 有 界 , 则 
ng G0 -FOI = sup fU) - inf. JO 


7) 题 


1. 连续 函数 空间 C[ e,b]。 设 J=[c,5] 上 所 有 实 值 连续 函数 *(1) 所 成 之 集 为 站 ,对 
于 和 任意 z(4),y( 世 ET, 定义 其 谨 量 为 
dC y) = mast a(i) = yC) 1 
id Cla,b]=(X,d), M cle 51 — RE Ë. bLiuE2 (ER E$ eg 8k AR ERER 
天 值 , 即 存在 t€ [a 03, f£ 
DT lalio) - y Cn)! 
由 此 证 明 三 角 不 等 式 )。 
1.2 证 明 4cCA,AUB=4UB,ANBcANnB。 
1.3 设 XX 是 所有 有 序 实数 对 x = (G DO. ro Cn m). e ,组 成 的 向 量 空间 ,证 明 
IPS PESTATERET 
[xl = (G+) (1<eP< +@) 
xz l| s =malliG1,1611 
均 是 无 上 的 范 数 。 
1.4 证 明 在 空间 Cla, bl EALER 
(=) = [Gq 
定义 的 泛 函 f: CL ea, 如 一 中 是 线性 有 界 的 , 且 I £l =b- as 
GR: 1 | (af Ie Co a) me La COD 
1.5 证 明 在 上 上 定义 的 内 积 
Gua) Mn 
A 
229. 


满足 (IP,) ~ (IP,) GER : Hi Schwarz 不 等 式 , 上 式 右 端 级 数 收 伍 ) 
1.6 设 G(s) 为 严 xa 维 传 函 阵 。 试 证 明 如 下 定义 的 H R He 


lal. = HE (uses 6* Go) GGo)Ydol* 
Gl. = supla(GGo))1 
REND- (NO. š 
1.7 X n( s) =— € Rgl) =H E REY ,试验 证 
(gu g2} = 0 
L8 设 4(s),B(s)€ 6。。 试 证 朋 如 下 不 等 式 
miall Ale lB Nele 1[2]1s< 121. 181. 


1.9 矩阵 
Y es 21-23 
Aims |, ^s 04 1 1 


之 奇异 值 各 为 何 值 ? 并 求 A, 的 奇异 值 分 解 。 
1.10 给 定 定常 系统 状态 方程 
3 = zz = x (x + i) 
za= — m = salei + z) 
试问 平衡 点 xi = xz = 0 是 否 渐 近 稳定 ? (提示 : 取 Vx) = zl + xD 
LU 给 定 线性 定常 系统 
. = 1 
ep 


试 判断 其 稳定 性 。 
1.2 给 定 集合 
A=|(2,y)ERxRIy>0} 
W| OX Rx RR 上 的 严格 凸 子 集 。 在 0 上 定义 函数 f: 02 一 R* 


Ar) 
WESA O 上 的 是 函数 。( 提 示 : 给 定 o >0, 则 f(ez,ay)=af(z,y) ARREA f(x exi 


TFs yi) + f(x2,72)) 
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—E ”线性 二 次 型 最 优 调节 器 

线性 二 次 型 最 优 调 节 咒 问题 在 量 优 控制 理论 中 占有 重要 的 地 位 。 所谓 调 节 器 问题 .就 是 
当 系统 的 被 控 和 输出 偏离 平衡 点 (给 定 值 ) 时 , 如何 设计 一 个 丛 当 的 控制 输入 信号 施加 于 系统 ,使 
其 输出 迅速 趋 于 平衡 点 。 如 果 所 设计 的 控制 信号 能 使 某 一 个 性 能 指标 泛 函 达到 极 值 , 则 称 此 
调节 器 为 最 优 调节 器 。 

对 于 线性 系统 , 若 取 其 性 能 指标 泛 函 为 系统 状态 变量 和 控制 变量 的 二 次 型 函数 的 积分 . 则 
可 以 得 到 一 个 和 系统 状态 变量 成 线性 关系 的 闭环 最 优 控 制 。 这 类 调节 器 问题 称 为 线性 二 次 型 
最 优 调节 器 问题 。 

线性 二 次 型 最 优 亩 节 器 问题 不 但 可 以 得 到 闭环 形式 的 解析 解 ,而 且 在 工程 实际 中 具有 应 
用 价值 。 一 方 丰 ,许多 工程 控制 问题 帮 可 转换 为 线性 二 次 型 最 优 调 节 器 问题 ; 另 一 方面 ,闭环 
控制 可 以 提高 控制 精度 ,是 控制 工程 是 们 所 期 望 的 。 同 时 ,线性 反馈 控制 也 易于 工程 实现 。 本 
章 我 们 首先 介绍 最 优 控 制 理论 中 的 极 大 值 原理 的 结果 ,然后 重点 讨论 应 用 极 大 值 原理 求解 有 
限时 间 和 无 限时 间 线 性 二 次 型 最 优 调节 器 问题 ,最 后 对 线性 二 次 型 高 斯 问题 做 一 简单 介绍 ,以 
便于 后 续 章 节 的 引用 。 


2.1 极 大 值 床 理 


Pentryagin 的 极 大 值 原 理 是 在 古典 的 变 分 法 基础 上 发 展 起 来 的 。 古 典 的 变 分 法 解决 了 当 
控制 变量 不 受 约束 情况 下 ,性 能 指标 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 , 其 结果 可 用 来 求解 以 状态 方程 描 
述 的 被 控 系 统 在 各 种 边界 约束 条 件 下 的 最 优 控制 问题 。 而 极 大 值 原理 则 给 出 了 当 控 制 变量 受 
约 东 情况 下 ,实现 最 优 控制 的 必要 条 件 。 为 统一 起 见 ,我们 称 控制 变量 受 约束 与 不 受 约束 条 件 
下 ,实现 最 优 控制 的 必要 条 件 为 极 大 值 原 理 。 该 原理 在 本 章 讨 论 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 中 
将 起 到 核心 作用 。 应 当 指 出 ,尽管 极 大 值 原理 给 出 的 是 最 优 控制 的 必要 条 件 , 但 对 实际 最 优 控 
制 问题 ,所 得 到 的 结果 往往 就 是 问题 的 最 优 解 。 

【问题 2.1.1】 给 定 被 控 系 统 状态 方程 

ale) = flal) uli) tlasa Ct) = x (2.1.1) 
和 性 能 指标 泛 函 (也 称 价值 函数 、 损 失 函 数 ) 


Jat] = olay] + [LEGO GO s Q3) 


其 中 状态 变量 x (6) € R", 控 制 变量 a G0) € R^ GERI ZI m 固定 ,终端 时 刻 sy > ro 固定 或 可 
变 。 终 端 约束 (目标 集 ) 
gx. sy] =0,g8ER" m«n 
函数 SLI 和 8 满足 一 定 的 连续 可 微 条 件 。 在 容许 控制 集 2{ 控 制 变量 的 取 值 范围 ,2 可 为 
开 集 或 闭 集 ,相应 于 控制 变量 ul!) 不 受 约束 或 受 约束 ) 中 , 求 一 控制 变量 u" (14), 使 性 能 指标 
泛 函 JL ul )] 取 极 小 值 。 
EET 


可 以 看 到 ,问题 2.1.1 给 出 的 最 优 控制 问题 ,实质 上 是 泛 函 (2.1.2) 在 状态 方程 (2.1.1) 约 
东 和 终端 约束 g =0 下 的 条 件 极 值 问 题 。 首 先 ,我们 知道 ,一 般 函 数 的 条 件 极 值 问 题 可 以 应 用 
Lagrange 乘 子 法 将 其 转化 为 无 条 件 航 值 问题 。 类 似 地 , 泛 本 (可 理解 为 “函数 的 两 数 ") 的 条 件 
极 值 问题 也 可 应 用 Lagrange 策 子 法 转化 为 无 条 件 极 值 问 题 。 其 次 ,一 般 函 数 取 极 值 的 必要 条 
件 是 它 的 一 次 导数 (微分 ) 等 于 零 。 而 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 是 它 的 一 次 变 分 等 于 零 。 泛 函 变 
分 的 概念 对 应 于 函数 微分 的 概念 ,有 它 的 定义 和 运算 法 则 。 

基于 上 述 思 想 . 可 对 问题 2. 1.1 给 出 的 最 优 控制 问题 进行 求解 65]'il'fu] ,其 结果 称 为 极 
大 值 原理 。 具 体 由 如 下 定理 给 出 。 

【定理 2.1.1] 定义 Hamilton iS 

Hlal) uli), AC), i] =~ L£ExGO uGO + ATGOMfUx Gs uQO s]. (2.1.3) 

其 中 Lagrange EFR 2 (1) € R* AHERE, US] ELO, 1. 1 中 ,最 优 控制 a* (4)、 最 优 轨 线 
x* COUR RRRA a 所 应 满足 的 必要 条 件 为 


站 (= HT GO GLAU L fa (as 人 9 RENE (2.1.4) 


ic)» - SHIT (D e AC.) 协 态 方程 (2.1.5) 
x(t9) = ro 初始 条 件 (2.1.6) 
re ee 
AG uec ] eg ou - HORE A UE Q.D 
glx^ Gp iso 终 映 约束 条 件 (2.1.8) 
BER Ua CLAD y 当 0 为 开 集 极 值 条 件 (2.1.98) 
或 
Hx t G) at (t), AÇ), 115 maid x! CO u(t) AG. 2] 当 Q 为 闭 集 
BERE (2.1.9b) 
EPEET 
Hot GD) A pr Dar] 
AWRA (2.1. 108) 
当 e 固定 时 
Hx Cu (2) ,42,01 = HUx' (Ca), CH) ,0) ,si + 
[0 a, (2.1.10b) 


y 


Pa 式 (2.1.3) 中 的 4(1)ER" 为 处 理 状态 方程 约 东 (2.1.1) 时 ,引信 的 Lagrange 乘 子 向 
量 。 式 (2.1.7) 和 式 (2.1.10a) 中 的 p ER” 为 处 理 终端 约束 (2,1.8) 时 ,引信 的 Lagrange FÈ F i 
量 ( 非 零 常 向 重 ) 。 

注 2 状态 方程 (2.1.4) 和 协 态 方程 (2.1.5) 分 别 为 n 阶 微分 方程 ,相应 的 边界 条 件 由 式 
(2.1.6) 和 式 (2.1-.7) 给 出 ,构成 两 点 边 值 问 题 。 极 入 条 件 (2.1.9a) 为 p 个 代数 方程 。 终 端 机 
戴 条 件 (2.1.10a) 用 来 确定 最 优 终端 时 刻 z 。 

由 定理 2.1.1 解 得 的 最 优 控制 u` 1 使 性 能 指标 证 画 (2.1.2)? 达 极 小 值 。 同 时 由 极 信条 
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件 (2.1.9) 可 以 看 出 ,最 优 控 制 u" Co) 8 Hamilton 函数 (2.1.3) 达 极 大 值 ， 习惯 上 称 定理 2.1.1 
给 出 的 结果 为 极 大 值 原理 。 

最 后 ,给 出 两 个 例题 ,一 个 是 控制 变量 不 受 约束 的 情况 , 男 一 个 足 控制 变量 受 约 东 的 情况 。 
该 者 可 以 从 中 体会 极 大 值 诛 理 的 应 用 方法 。 

[82.1.1] 给 定 一 阶 被 控 系 统 状态 方程 

FHOEPO 
求 最 优 控 制 u* (+) ,使 系统 由 初 态 x(0)=1 转移 到 终 态 r) =0, 其 中 终端 时 刘 zi 是 可 变 的 
并 使 性 能 指标 泛 函 
Jul) = y+ ieon 

达 极 小 值 。 

[ 解 】 该 题 中 ,终端 时 刻 y RESTE GU TA ADR S eG EIDEM 

构造 Hamilton 函数 

Hz Hx uA), = = Le Mz -go *ACOu(D 


由 于 控制 变量 (ARER, HA (2. 1.92) B ELE k ,可 得 


=) A 0 su (sa) 
解 协 态 方程 ,得 

2H ^ 

A) = -y= SA)= Cut (1)= C, 
解 状态 方程 ,得 


x'G)-a'()- 0, sr’ (t= Cit + C; 


由 状态 变量 的 初始 条 件 (0 = 1 和 终端 条 件 zx(t) =0, 有 CS =- i 
再 由 终端 横 截 条 件 (2. 1. 10a) 


EN 
T 


E auris s $ DEFE 
Sge PUJI AAU Je j) 21 


将 前 面 解 得 的 u" GO) ACORACESE RH. 


210 
gy 
最 后 ,我 们 得 到 
(1) = -43 
x` (21-421 


【 例 2.1.2】 给 定 一 阶 系统 
ali)= -x(D + ult), x(0) 22 
其 中 控制 变量 wl:) 满 足 约束 条 件 14(1) 1<1。 试 确定 最 优 控制 G) ,使 性 能 指标 泛 函 
,33 . 


HC = ftat) - aG); 


达 极 小 值 。 
【 解 】 KEF ,终端 时 刻 jy=1 固定 ,而 终端 状态 z(u) = z(1) 是 可 变 的 。 
构造 Hamilton 函数 
H--LsAM-u-2xtu-iAxcs(leA)u- (2+A)x 
由 于 控制 变量 ul:) 受 约束 ,由 式 (2.1.9b) 的 极 值 条 件 ,可 得 


Ç. _[-1 À*1«0 
g e» 1 4+120 
LIE X 
ie -28-2.4 SAG)= ce-2 
由 终端 模 截 条 件 (2.1.7)》, 有 A) =0。 利 用 该 条 件 , 解 得 C 267 ,所 以 


A(t) =20 "1-2 
可 算得 4*+1=2e'-! -1, 因 此 
-1 Ogt< l -ln 2=0.307 


š el 1 03€ 
在 时 间 区 间 [0,1] 内 ,最 优 控 制 u" (+) 在 = 0.307 时 刻 发 生 一 次 切换 。 此 种 形式 的 控制 律 , 通 
常 称 之 为 Bang-Bang 控制 (或 称 开关 型 控制 ) 。 
将 求 得 的 量 优 控制 u"(:) 代 入 状态 方程 ,可 求 出 最 仿 轨 线 x “(+1)。 


"o TN ei 0x1«0.307 
t)= 
D -a(t)+1 — 0.307 il 
解 得 
Cie- -1 0<tc0.307 
z"(:)= 
C '+1 0.307< tal 


由 状态 的 初始 条 件 z(0) =2, 解 得 C, =3, 于 是 
xf(i) =3e-: -1 Ogt<0.307 
因为 状态 是 连续 的 ,第 二 段 初始 条 件 为 *(0.307) = 3e7 9" — 121.207, 8868. C;=0.280。 所 以 
x'(1)20.28007 «1.  0.307<:=1 


2.2 LQ 问题 
设 线性 时 变 系 统 的 状态 方程 和 输出 方程 为 
x) = AGsr(r) + B(ru(r),x(1o) = xo (2.2.12) 
y(t) = CGi)x<(í) (2.2.1b) 


其 中 状态 xER", 控 制 oC R” {RE y CRI ACOLB(UO CCOOS RU BE E ERE E E o 

我 们 的 问题 是 求 一 控制 & CO ,在 状态 方程 (2.2. 1a) 约 束 下 ,使 性 能 指标 攻取 为 状态 变量 和 

控制 变量 的 二 次 型 荔 数 的 积分 ) 达 极 小 。 此 种 形式 的 最 优 控制 问题 称 为 线性 系统 .二 次 型 性 能 

指标 的 最 优 控制 问题 ,简称 为 线性 二 次 型 (Linear Quadratic, TH LQ) 问 题 。 在 控制 系统 中 ， 

LQ 辣 题 占有 重要 的 地 位 。 一 方面 ,许多 工程 实际 控制 问题 均 可 化 为 LQ 问题 ; 另 一 方面 , 它 也 
ç Sa 


是 最 优 控 制 中 比较 成 熟 的 理论 。LQ 问题 的 解 可 以 写成 统一 的 解析 表达 式 , 且 为 状态 变量 ( 注 
意 ,不 是 输出 变量 ) 的 线性 反馈 (闭环 控制 ), 易 于 工程 实现 。 

关于 二 次 型 性 能 指标 ,我 们 做 如 下 讨论 。 工 程 上 ,希望 施加 控制 作用 n (o) ,使 系统 输出 y(1) 尽 
量 接近 某 一 理想 输出 思 ( 切 。 考 虑 积分 平方 误差 (Integml Square Emor, 简 记 为 BEEN E 

J= [ea (2.2.2) 

HP eG) = x (0 - y(:)。 该 准则 实际 上 包括 了 经 典 控 制 理论 中 关于 调节 时 间 、 超 调 量 振荡 
次 数 以 及 稳 态 误差 等 各 项 指标 要 求 。 

对 SISO 系统 ,车 取 (0) =0, 则 elt) = — y(t) ERE S Q.2.2) L2 

了 = [ewa = fos 

典型 的 输出 响应 曲线 y (0) yx(:) 的 积分 (阴影 面积 ) 如 图 2.2.1(a) 和 图 2.2. 100) BER o 


(a) 上 典型 输出 响应 (b) ISE 
E 2.2.1 
由 图 可 见 , 若 (OBR J 足够 小 , 则 OBE yO ERR REER B SB EED YK 
ED. BAR, DE y ORAE PEN u (1 的 柱 度 (能 量 )。 可 证 ,使 ] 达 航 小 的 w(1) = 
o ,这 是 不 可 实现 的 ,因此 ,必须 对 u(4) 吉 以 限制 。 为 此 ,在 ET ETT ES 
J= [o NT (2.2.3) 
其 中 p>0 为 加 权 系 数 。 
y) = CCDOx(D 代 人 式 (2.2-3) 中 ,得 
T= Cr «arcos = x) QC + pl) Ja 
(2.2.4) 
db QUO 2 0 为 状态 加 权 阵 ,其 各 元 素 大 小 表示 相应 状态 在 J 中 所 占 的 比重 ,可 以 根据 需要 
REAR. QU) = C) C(t) 仅 是 一 个 特例 。 
对 于 向 量 u(t) ER*, 则 式 (2.2.4) 可 取 如 下 形式 
AOO + uC RC ut ld Q.2.5) 
其 中 ,控制 加权 阵 RD > 0 u GO RCO n (RRD E RARR E PLR BI Ft 00 f 
&. 
对 有 限时 间 (终端 时 刻 y SIGNA 之 差 y- to 有限) 最 优 控制 问题 ,指标 (2.2.5) 成 
为 


jz feo eosc) i GR) (de (2.2.6) 
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式 (2.2.6) 的 了 达 极 小 , 则 x CO C ED EU EAR r(t) 也 会 较 小 。 若 对 终 态 xl) 18 E E 
REM, JE J 中 增加 一 个 终 态 二 次 型 函数 的 惩罚 项 


了 = PUDRU + [OOO + ORO u) a: (2.2.7) 


其 中 加 权 阵 >0。 从 物理 意义 上 讲 ,F、Q (i) 至 少 半 正 定 , ROOKIE, 

最 后 ,对 二 次 型 性 能 指标 做 以 下 讨论 : 

O) C(:)= 5, y,02 29,RE ye) -x(0 = -el(t)。 即 当 x(:) 信 高 平衡 点 (x =0) 叶 ,用 
不 大 的 控制 能 量 ,使 x(t) 尽 快 趋 于 平衡 点 (x = 0) 附 近 。 称 之 为 线性 二 次 型 状态 最 优 调节 器 问 
题 。 简 称 为 线性 二 次 调节 器 (Linear Quadratic Regulator, 简 记 为 LOR) 问 题 。 

(2) $ y(t) =0, 则 y(1)= -el1)。 即 用 不 大 的 控制 能 量 , 使 输出 y(1) 保 持 在 零 秆 附近。 
称 之 为 输出 调节 器 问题 。 

OG) Æ y, (0) 80, E eC =y C) -y(t)。 妈 用 不 大 的 控制 能 量 , 使 实际 输出 y( r) ER FE 
想 输 出 7,(1) 的 变化 。 称 之 为 跟踪 问题 、 

以 下 几 节 ,我 们 着 重 讨论 LQR 问题 。 


2.3 有 限时 间 LQR 问题 


【问题 2.3.1】 给 定 线性 时 变 系统 状态 方程 
xl) = ACOxG) + B(Ou(D.x(n) = x, (2.3.1) 
w(t) 不 要 约束 , 求 最 优 控 制 ut (1) ,使 二 次 型 性 能 指标 


HaC] = xp rst) « FPEO OOE) + ORC) uld 


(2.5.2) 
达 极 小 值 。 终 端 时 刻 5 国定。 
由 2.1 节 的 极 大 值 原理 ,构造 问题 的 Hamilton 函数 
H= -LAAS dl) Q(t) + 
UTR Juft) ] + ATG)AGOxGO +21G(0 BG) u(1) 
控制 变量 u(i) 不 受 约束 , 极 值 条 件 为 
$4 LOs- Rr) + B'CORCO Q.3.3) 
B 
ZA a- ROD <0 (2.3.4) 
由 式 (2.3.3) 和 式 (2.3.4) 可 判断 ,最 优 控制 
u'G) = RC GOB'G)AG) (2.3.5) 


使 Hamilton AROE R X (88, Bee fie fd (2.3. 2) Eit J LS 
状态 方程 和 初始 条 件 以 及 协 态 方程 和 终端 横 截 条 件 为 
. 36 ` 


HON E = ADEG) + BODRI) BDAC) 


iwo -- 3. Q(0x(G) - AOA) (2.3.69 


xs) = ox 
AG) = - Fx(#) 
其 中 ,已 将 式 (2.3.5) 的 u" (1) 代 入 状态 方程 。 求 解 式 (2.3.6) 的 两 点 边 值 间 题 可 得 最 优 轨 线 
x "(4) 和 协 态 变 量 4(1)。 和 将 4(1) 代 入 式 (2.3,5), 即 可 求 得 最 优 控制 nw*(4)。 但 两 点 边 值 问 
题 (2.3.6) 一 般 很 难 解 出 解析 解 ,而且 我 们 希望 得 到 闭环 形式 的 解 u = ulr), FEA, ER 
(2.3.6) 中 , 协 态 变量 与 状态 变量 在 终端 时 刻 sy 处 昌 线 性 关系 。 受 此 启发 ,假设 在 区 各 E ig, 
AAE x(2) 具 有 线性 关系 
AQ) = - PÉOx(D (2.3.7) 
然后 导出 PLz) 应 满 是 的 条 件 。 将 式 (2.3.7) 两 边 对 : 求 导 . 得 
ÀG = = P(a)yx(i)- PC)z(i)= 
-P(i)r(i)- PO) ACOx(CO + BULOR(0B'GCOACOT- 
- PG - POLAGxG) ~ BCOR"'G)BU'G)POOx()] = 
[-P() - PUDAG) e PCOBO)R" COB'GO PODO]x (D. (2.3.8) 
另 一 方面 ,由 协 态 方程 ,有 
ÀG = LOU) + ADPU CO. (2.3.9) 
比较 (2.3.8) 和 (2.3.9) 两 式 , 有 
PU) + POAC) + ANO PO) - PG)BG) R (GO BT POCO + Q(0]1x(0 20 
上 式 对 任意 x(1) 均 成 立 , 故 
Pb) =- PODAC) - ATG) PO) + PUN)B(OR™ GO B'GO PU) - QU 
(2.3. 102? 
上 式 称 为 Riceati 矩阵 微分 方程 ,简称 Riceati 方程 。 相 应 的 终端 边界 条 件 可 由 式 (2.3.6) 和 式 
(2.3.7) 推 得 
Pl) = F (2.3.105) 
DES 2.3.1]. 对 于 问题 2.3.1 的 有 限时 间 LOR 问题 ,其 性 能 指标 (2.3.2) 达 极 小 值 ( 实 
现 最 优 控制 ) 的 充分 必要 条 件 为 


u(i) =- R''GOB'GOP(:)z (t) =- K(x" (z) (2.3.11) 
其 中 反馈 增益 阵 KC) = R^ GO B'G) POD, PORE Riceati J£ (2.3. 100 RR x (DARA 
SUR ,为 如 下 状态 方程 的 解 
IC)=ACr GO But t) = 
[AG) - BC) R OBP) jx’ xz Cto) = zo (2.3.12) 


【证 明 】 必要 性 是 极 大 信 原 理 的 真 接 结果 。 
充分 性 。 往 证 (1)= - RII G)B'G) P(e) x" (4) 时 .二 次 型 性 能 指标 (2.3.2) 达 极 小 


f, 为 此 ,引入 如 下 等 式 
doo PG0z() - da Go Po) Ce0) = 3) ATP] = 


J MEOE + x PO) + x^ PG idt 
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将 状态 方程 (2.3.1) 和 Riccati 方程 (2.3.10a) 代 入 上 式 , 得 
I LOHRHOFOE Ta) PGOx C - 


ix'LATPO) + P(t) + POD A 1x + a" B'PCOx + x' PC Buldt = 


i x'Qx + x" PG) BR B TP(i)x + u' B'PCGr)x + x! P(ét) Buldt = 


ipi x'"Qx - u"Ru + [u + RO B'P(OxY R[u + R^! B'PCO)x]ldt 


将 上 式 移 项 整理 ,同时 考虑 到 式 (2.3. 10b) , 则 有 
T x") Ex) + zero + a Ru)di ea (S) PC) Cto) + 
ift. + R B 'P(iOx] R[u + R7 B"PC)x]d: (2.3.13) 


由 式 (2.3. 12) 的 右 端 可 知 , 当 取 e" (0) = - RB P (i) x 时 ,系统 的 二 次 型 性 能 指标 
7[af)], 即 式 (2.3.13) 的 左 端 达 极 小 值 , 且 极 小 值 为 


Ps = JG PD z(t) (2.3.14) 
这 表明 , 式 (2.3.11) 的 wu*(") 确 为 最 优 控制 。 于 是 充分 性 得 证 。 证 尝 


定理 2.3.1 充分 性 的 另外 一 种 证 明 方 法 是 利用 Hamilton-Jaceobi 方程 。 该 方程 是 实现 最 优 
控制 的 充分 条 件 。 有 兴趣 的 读 老 可 参阅 文献 [9]、[11]。 

对 于 有 限时 间 LQ 问题 的 最 优 控制 a CO , 它 必 定 存在 ,而 不 依 歼 二 系统 (2.3.1) 是 否 (4 ， 
8) 能 控 。 但 是 ,u*(*) 的 存在 性 依赖 于 方程 (2.3.10) 解 的 存在 性 ,而 方程 (2.3.10) 解 的 存在 性 
却 与 系统 (2.3.1) 的 能 控 性 有 关 。 事 实 上 ,Riceati 方程 (2.3.10) 的 解 ,具有 如 下 几 个 性 质 。 假 
设 (4 ,8) 能 控 ( 实 际 上 可 放宽 为 能 稳 ) , 则 ， 

O) 对 任意 (€ [io yl POORER., 

(2) 对 任意 1€ [19,1] PODIE EIRE o 

(3) RA, PORRETTA y 和 终端 边界 条 件 , 故 将 其 记 为 P(1) = PC, y, FE). 
则 PU, r. F) (< iy 范围 内 有 界 。 即 存在 常数 阵 WE P{ i FOR W,V ries 

(O 对 于 线性 定常 系统 , 即 AB OR 均 为 常数 阵 , 易 知 PU y DRS -+ 有关, 即 

Pli,4,0) = P(0,t - 1,0) 
从 而 有 
P9.) = limPlist,0) = Lim PO 710) = P, ,0) = P = Miti 
7 y 


(2.3.15) 
出 性 质 (3) 知 ,P(1) 是 有 界 的 ,从 而 保证 式 (2.3.11) 的 最 优 控制 u COR SRI. 
[82.31] 给 定 一 阶 系统 


a(t) = ax + u(i),x(0)= xo 
性 能 指标 


E da eG) + ndi 
us 


其 中 />0,9 >0,r>0。 求 闭环 形式 的 最 优 控 制 a" (1)。 
【 解 】 由 式 (2.3.11), 闭 环形 式 的 最 优 控制 为 


s" (D == EPC) 
其 中 PURE Riceati 方程 (2.3.10) 
m = -2aP(i) + EP?) -q 


PD) = 
对 式 (2.3.17a) 两 颖 从 :到 # 积分 ,得 
É +— AAP = f 
n? Lp) - 2aP(D = q d 
解 得 
B+a+(8- o fot s sssi 
PUJAT jaira -8 mm 
Tra + B° 


其 中 pf 和 + 
由 式 (2.3.12) 得 闭环 状态 方 各 
a'la- Tp) la (5),x(0)= zo 
解 得 最 优 轨 线 
£O = serp La - EPO Jae 


闭环 控制 系统 的 方 框图 如 图 2.3.1 所 示 。 最 后 ,我 们 对 以 上 结果 做 以 下 讨论 : 


(2.3.16) 


(2.3.17a) 
(2.3.17b) 


(2.3.18) 


(A)R a=-1,f=0,4=1,x(0)=1,4=1,0 r TÆ. r 取 不同 值 时 , P( t) H k dh Z: hu 


图 2.3.2 所 示 。 
可 以 看 到 , 当 + 较 小 时 , PL) 几乎 等 于 常数 ,而 当 r 较 大 时 ,P( 巧 是 时 变 特性 。 
p(t) 
unt) xU) f x 94 
+ 


92 


— 4 L—— 


Hn 
PE) O i 
图 2.3.1 质 环 系统 图 2.3.2 以 * 为 参 变量 的 PU ya 
O) R a=-l,q=l,r=1,f=1 80, T y E, REF /=18 0, y REAM, P) 


的 变化 曲线 如 图 2.3.3 所 示 。 与 图 2.3.2 比较 ,可 见 ,r =1, 相 对 较 大 ,P{1) 是 时 变 的 。 但 当 增 
大 时 ,尽管 r 较 大 ,P(i) 仍 在 相当 一 段 时 间 内 保持 常数 。 事 实 上 ,由 式 (2.3.18), 有 


E 


P) 
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图 2.3.3 M STEREO PCO AR 


lim P( = (Ë + a) = ar + A ab = 常数 
y 
这 一 点 与 P(1) 的 性 质 (2.3.15} 是 效 合 的 。 


2.4 无 限时 间 LQR 问题 


从 上 节 的 讨论 可 知 , 当 y 有 限时 ,a G) = -Kx AP KU) =R) B) P) 
为 时 变 的 。 即 使 对 于 线性 定常 系统 的 LQR GA, MER A.B QR 均 与 时 间 : 无关, 一 般 情 
襄 下 ,站 (1) 仍 是 时 变 的 (P(z) 是 时 变 的 }。 对 于 线性 定常 系统 ,工程 上 希望 构造 一 个 定常 反馈 
控制 律 

u* (t) =- Kx(i) (2.4.1) 
以 使 控制 器 的 结构 简单 ,易于 实现 。 

如 何 获得 式 (2.4.1) 的 定常 反馈 控制 律 呢 ? 我 们 做 如 下 分 析 。 首 先 ,如 果 终 端 时 刻 sy 大 
于 控制 系统 的 过 渡 过 程 时 间 志 ,那么 ,;/ 相对 于 4 来 说 ,和 sy 一 相对 于 的 意义 是 相当 的 。 
另 一 方面 ,对 于 线性 定常 系统 ,由 上 节 讨 论 的 Riccati 方程 的 解 P(:) 的 柱 质 以 及 例 2.3.1 的 讨 
论 可 知 ,P(t) 只 在 := t 附近 才 会 发 生 较 大 的 变化 ,而 在 :< i, 的 很 大 范围 内 , P(1) 保 持 为 常 
值 , 即 

lim P) = lim P(t,1⁄,0) = P = RH (2.4.2) 


y 
ARAR ATRUZEOEERMI 4 < ,那么 ,在 iu EEA, PUERA y ei P(O) 
的 变化 情况 是 相当 的 。 这 一 点 从 图 2.4.1 可 pp xr 
清楚 地 看 出 由 以 上 两 点 ,我 们 有 理由 说 ,对 
于 线性 定常 系统 ,如 果 所 考察 的 终端 时 刻 
大 于 过 沪 过 程 时 间 ;的话 , 则 可 将 LQR 问 
题 当 作 jy 一 的 情况 来 处 理 。 此 时 ,在 有 限 
时 间 范 围 内 PO) = P= 常数 阵 , 从 而 反馈 增 
益 阵 KC) = K=- RAE, 

【问题 2.4.1】 设 线性 定常 系统 状态 方 
B 图 2.4.1 r> > 1 ËS3BFI 

x(t) = Ax(1) + Bu(1),x(0) = zo 

(2.4.3) 


c 40 > 


是 能 控 的 (可 放宽 为 能 稳 ) , (1) 不 受 约束 。 求 式 (2.4.1) 形 式 的 最 优 控制 a" (r) ,使 二 次 型 性 
能 指标 


r= FSE rs) Oe) + atto Ruat (2.4.4) 


达 极 小 值 。 其 中 4、8、Q、R 为 具有 相应 维 数 的 常 了 泗 , 自 Q>>0,R >0。 
f Riccati 方程 解 的 性 质 (2.4.2) 可 知 ,此 时 ,Riceati 微分 方程 (2.3.10) 退 化 为 Riccati 代数 
方程 
PA + A'P - PHBR-BTP+O=0 Q.4.5) 
类 伏 于 定理 2.3.1 的 证 明 ,我 们 有 如 下 定理 。 
[x38 2.4.1]. 对 于 问题 2.4.1 的 无 限时 间 LOR 问题 ,其 性 能 指标 (2.4.4) 达 极 小 值 的 充 
分 必要 条 件 为 
u* (1t) =~ R^ BTPr (1) =- Kx" (0 (2.4.6) 
其 中 定常 反馈 增益 阵 K =R 'B'P, P 是 Riceati 代数 方程 (2.4.5) 的 正定 解 。 最 优 轨 线 "(1) 
由 下 式 确定 
x'G) = [A - BR B'P]x" (t).x (0) = xo (2.4.7) 
且 性 能 指标 的 最 优 值 为 
J`[x(0)] = qr 0 Px(0) (2.4.8) 


关于 Riccati 代数 方程 (2.4.5) 解 的 存在 性 ,有 如 下 结果 。 
【假设 2.4-1】 设 加权 阵 Q>0 可 以 分 解 为 
Q-cc (2.4.9) 
(对 非 负 定 对 称 阵 总 可 以 进行 这 样 的 分 解 。 如 见 文献 [20] 的 定理 8.19), 且 (C,4) 能 观测 。 

可 以 证 明 ( 见 第 四 章 定理 4.4.1, 也 见 文献 [18]) ,在 假设 2.4.1 下 ,如 果 (4 ,8B) 能 稳 ,{C， 
4 ) 能 观测 , 刚 Riccati 代数 方程 (2.4.5) 存 在 惟一 正定 解 P > 0。 

在 此 ,我 们 对 有 限时 间 和 无 限时 间 的 LQR 问题 做 如 下 比较 : 

(1) 问题 2,3.1 不 要 求 系统 是 能 控 的 ,而 问题 2.4.1 则 要 求 系统 是 能 控 的 。 从 能 控 性 的 定 
义 可 知 ,对 有 限时 间 LOR 问题 ,由 于 其 控制 区 闻 [ to, iy] 是 有 限 的 ,不 可 控 状 态 对 性 能 指标 的 影 
响 也 是 有 限 的 。 但 对 无 限时 间 LOR 问题 ,只 有 系统 是 能 控 的 ,才能 保证 性 能 指标 (2.4.4) 的 广 
义 积 分 是 收 敏 的 ,从 而 可 对 其 求 极 小 值 。 

(2) 问题 2.3.1 中 的 性 能 指标 含有 终 值 项 ,而 问题 2.4.1 中 的 性 能 指标 不 含 终 值 项 。 这 是 
因为 ,对 无 限时 间 LOR 问题 ,性 能 指标 (2. 4.4) 广 义 积分 收效 的 必要 条 件 是 x(m)=0， 
ul % )=0。 性 能 指标 的 终 值 项 已 失去 了 意义 。 

[82.4.1] 已 知 被 控 系统 状态 方程 和 性 能 指标 分 别 为 


x (t= -rat) + u(t), x1(0) = xo 


dalt) = x(t), x0) = zx 
Hut = d Dto so. tela 
" 
试 求 最 优 控制 a* (1) = - Kr (1), 使 性 能 指标 达 极 小 值 。 


【 解 】 可 求 得 
| MERNITSN EXE 


vb 


mk b E Ab] erui i ]-: 


所 以 系统 是 能 控 的 。 由 式 {2.4.6), 有 
Py AR: 
Py Pra!l xf (:) 


P, 
?| 为 如 下 Riccati 代数 矩阵 方程 的 解 。 
Py» 


u? (t)= -R b'Pz* (e)- - 10[1 ol ] = -10Pix? (r) - IDPp zz (0 


Pu 
Pn 


spe A 9g. iR P 
Py Pall 1 0 0 ollp, Px 
Pa P 
[5 ede o7 21-5 JQ ol 


fere 


xe p-| 


B 


1OPk-l=0 
(14 I0P4) P - P4520 
解 得 P, 20.1706, P1 20.316 2, P; 20.855 6, 故 
u" (a) = - 1.70625 (1) -3.16237 (1) 
根 应 的 财 环 系统 框 狠 如 图 2.4.2 所 示 。 


LAG] aw a ET i xn 
: E 
+ [Ls 
S} 


Qr -1.706 
> 
J -3162 


图 2.4.2 阅 环 系统 框图 
最 后 ,我 们 指出 ,最 优 反馈 控制 律 (2.4.6)? 导 致 的 闭环 系统 (2.4.7) 是 大 范围 浙 近 稳定 的 。 
【定理 2.4.2] 对 于 问题 2.4.1 的 无 限时 间 LOR 问题 ,在 假设 2.4.1 下 ,最 优 控制 导致 的 
闭环 系统 (2.4.7) 必 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 
【证 明 】 到 闭环 系统 (2.4.7) 的 Lyapunov 函数 为 (为 简便 计 , 略 去 * 号 ) 
v(x) = x"Px (2.4.10) 
Rp P 28 Ricoati 方程 (2,4.5) 的 正定 对 称 解 。 因 为 了 >0, 故 V(x)>0。 其 次 ,由 式 (2.4.10) 和 
式 (2.4.7), 有 
SVO. Etpe xP: = 
x'(ATP - PER !BTP)x + x'CPA - PBR `'B P)x = 
x" [CATP + PA - PBR  B'P) - PBR-'BTP]x = 
me 


-x"(Q + PBR^ B'P)x (2.4.11) 
因为 Q0, R»0, RIAL dV(x )/dt <<0, 下 面 证 明 , 对 任意 xo x 和, 沿 方程 (2.4.7} 的 解 轨 迹 x(1)， 
有 dr(r)jzdiz0。 反 证 , 设 方程 (2.4.7) 对 相应 于 xose0 的 某 个 解 x(1), 有 dV(x)/dt =0。 F 
是 由 式 (2.4.11), 可 得 

x'(0x(1) = 0,xT(1)PBR-IBTPx(t) = 0 (2.4.12) 

上 式 中 第 二 个 等 式 意 昧 着 

we) Ra(1) « (R^ BTPx (D) RO! B'Px(1)) 20 
因为 R > 0, 上 式 意味 着 u(1) =0。 由 假设 2.4.1, 式 (2.4.12) 的 第 一 个 等 式 童 味 着 

xT'(0gx(0 s LCexCOT'Lex(2] =0 
BITE TE xo 60. S FREE 
Ce^"xo = 0 

其 中 etxo HFFR x(t) = Ax (日 的 解 (此 时 ,zi) =0)。 若 (C,4) 是 能 观测 的 , 则 上 式 不 能 
成 立 。 所 以 ,应 有 dV(x)/dt <0。 根 据 1.4 节 的 定理 1.4.2, 闭 环 系统 (2.4.7) 为 大 范围 渐 近 稳 
定 (对 线性 定常 系统 , 渐 近 稳定 意味 车 大 范围 渐 近 稳定 ) 。 

但 应 指出 , 当 Q>0 时, 式 (2.4.9) 的 分 解 Q = CTC 可 以 不 是 惟一 的 。 例 如 可 有 @ = cC, 
58019 - CIC, C, C;. 但 是 ,可 证 只 要 (Ci,4}) 能 观测 , 则 ( C,,4) 也 必 能 观测 。 反 证 , 设 
(C1,4) 能 观测 ,而 (C; ,4 ) 不 能 观测 ,这 意味 着 存在 xoz9, 使 下 式 成 立 

Cie" x, -0, Yt=0 
故 , 对 此 xo, 有 
《Cieexro)T(Ciesxo) = Co) CT C Co") = 
Cex) CIC exo) = ( C;et'x )Y( C;e'ra) 20, Y ¿20 
即 成 立 


Cie*“xo=0, Y £20 


这 与 (C1,4 ) 能 观测 矛盾 。 证 学 
2.5 最 优 调节 器 的 性 质 


上 节 从 时 坡 角 度 讨论 耳 线 任 定常 系统 无 限时 间 状 态 最 优 调节 器 问题 。 定 理 2.4.1 给 出 使 
二 次 型 性 能 指标 达 最 优 的 状态 凋 节 器 的 存在 性 ,而 定理 2.4.2 指出 最 优 泗 节 器 导致 的 闭环 系 
统 是 大 范围 渐 近 稳定 的 这 -性 质 。 对 于 线性 定常 系统 ,我 们 可 以 在 频率 域 进 一 步 讨论 最 优 调 
节 器 所 具有 的 性 质 ,进一步 揭示 最 优 调节 器 的 本 质 特征 。 这 样 做 的 原因 之 一 是 因为 工程 实际 
问题 中 所 建立 的 系统 的 数学 模 列 (状态 方程 ) 往 往 存在 着 参数 的 不 确定 性 ,此 时 ,车 标 称 寞 型 所 
设计 的 调节 器 是 否 仍 能 保持 闭环 的 渐 近 稳定 性 呢 ? 这 就 是 本 节 将 要 讨论 的 问题 。 

2.5.1 频率 特性 

考虑 定理 2.4.1 给 出 的 线性 定常 系统 无 限时 间 状 态 量 优 调 节 器 问题 的 结果 。 将 Ricca 方 


程 (2.4.5) 左 端 同时 加 减 项 srP, 并 考虑 到 式 (2.4.6), 则 得 
P(sT-A)+(— sf- AT)P + KTRK- Q 


HEKER RIB- d LAT)! REGES A) BR 3,68. 
vade 


R-FB"(- sI- AT) PBR- + RE B pO A) BR } + 
R-3B™ -sI - A1) KTRK(sI - A) 1BR 2 = 
R-ÍB'(-sI-AU)- QI - A)" BR- 3 
上 式 两 端 同 时 加 上 单位 陈 1.3625] 8l PBR 3 = EK"R, 且 令 sz je. V EUROS 
[I+ RÀ KC- jul - A) BR- 3L Es REKGol ~ A) BR 3] 
Ie R-2B'(-jel- A)" Qll - A) BRI (2.5.1) 
ERARA TKI ERE, ERRA XS EREE H Qu 0). BriL2.5. D WEAR 
U + RIKC jo - AY BR II, R2K(jol - AY BR 3] e 12. (2.5.2) 
k aR HC UCEHERE ERO 4.40688 h COO 5 SUB REPE K = R7 BT P 所 导致 的 闭环 系 
TRADE RORSESCO.S.2), BZ JUIÉ CRGE SO. S2) RO PLYR DIS A, ski EAE T 
型 性 能 指标 的 最 优 酒 节 器 。 因 此 , 称 式 (2. 5.2) 为 最 优 调节 器 的 频率 条 件 。 而 [7 + 
RÍKGL- A) BRIKA RER TRAR. 
下 面 就 单 输 人 系统 继续 讨论 频率 条 件 。 此 时 , 吾 = 卫 , 取 R=1, 则 频率 条 件 (2.5.2) 变 为 
11+ 大 (jeor - AY'b i m 1 (2.5.3) 
由 式 (2.4.3) 和 式 (2.4.6) 构 成 的 闭环 反馈 系统 的 结构 图 如 图 2.5.1 所 示 。 可 等 效 为 图 2.5.2 
所 示 的 具有 单位 负 反 馈 的 闭环 系统 。 其 中 开 环 频 率 特 性 { 奈 氏 曲 线 ) 是 Go(Cjw) = K(jol - 
A)7! b, ERE RR SCIRE I+ K(sI- A) Ibin l+ Gols)。 


Gg Arb | Ho 
[ 


BE2.5.: AFRE 图 2.5.2 等 效 的 闭环 系统 


最 优 调节 器 的 频率 条 件 (2.5.3) 实 际 上 构成 了 
对 奈 氏 昌 线 co(jw) 在 复 平面 上 的 一 种 约束 。 
式 (2.5.3) 说 明 , 奈 氏 曲线 co(jw) 上 的 任 一 点 与 复 
平面 上 点 (~ t, 0) 的 距离 至 少 为 1, 即 奈 氏 曲线 
Co(jw) 不 会 进 人 出 点 ( - 1.300 28 BLU B E L3 , 
如 图 2.5.3 所 示 。 也 就 是 说 ,最 优 调节 器 的 奈 氏 曲 
AG Ge) PUER EE MEHA- 1.900 5 
FEES F F FEL EE DIAS C - 1,50 Ag BLOG B 89 ML q tE — 
点 的 图 数 。 


2.5.3 PERE 


Im[G] 


we w-9 Rc[G) 


图 2.5.3 奈 氏 曲线 


对 于 最 小 相位 ( 见 定义 3.2.2) 系 统 , 稳 定 裕 度 


用 来 表征 一 个 系统 由 稳定 变化 为 不 稳定 (临界 称 定 ) 还 有 多 大 的 裕 量 。 它 是 系统 相对 稳定 性 的 
asia 


一 种 度量 ,分 为 增益 ( 幅 人 入? 稳定 容 虔 和 相 角 稳定 裕 度 。 
【定义 2.5.11( 增 益 稳 定 裕 度 ) 当 开 环 弯 氏 曲线 Co Go) BREF REF - 180 Bf, C, (o2 48 
值 的 倒数 定义 为 增益 稳定 裕 度 Ko B 


" t 
E = TEG 


其 中 频率 a, 叫做 相 角 穿越 频率 , 它 满足 Coe) = - 180. WE 2.5.4 R a 

K, 的 含义 为 ,如 果 系统 的 开 环 增益 增 大 为 
原来 的 K, 倍 时 , 朵 环 系统 处 于 临界 稳定 ( 奈 氏 曲 
R Go(jw) 与 点 (~ 1 各 0) 相交) 状态 。 

将 开 环 增益 乘 上 一 个 系数 P. p 是 可 变 的 ， 
则 得 pCu(jw)。 在 标 称 情况 下 ,8 = 1。 由 定理 
2.4.2, 最 优 调节 器 系统 是 稳定 的 。 当 8 变化 时 ， 
BERRAR, 只 要 夺 氏 曲线 BCo(jw) 逆 时 针 方 
向 图 绕 点 ( - 1, j0) 的 圈 数 等 于 Ojo) EEFE 
平面 上 的 极点 数 ， 则 最 优 调节 器 系统 仍 是 稳定 
的 。 或 等 价 地 说 ， 只 要 奈 氏 曲线 Go(jw) 北 时 针 


MAAC- 广 ，j) 的 图 数 等 于 Glo EE 


平面 内 的 极点 数 ， 则 最 优 调节 器 系统 就 是 稳定 
的 图 2.5.4 MER 


从 最 优 调节 器 的 奈 氏 曲线 Co(jw) 的 特性 可 知 , 座 氏 曲线 Colja) EGER C - 1,j0? 的 团 数 等 
于 围绕 以 点 ( - 1,j0) 为 圆心 的 单位 圆 内 任 一 点 的 辕 数 。 只 要 p> F ACO Ua E 


(2.5.4) 


点 ( -1 和) 为 圆心 的 单位 贺 肉 。 所 以 当 B> Tt AERA Cojo REC -jqom 
图 数 等 于 Go(jw) 在 右 半 复 平面 内 的 极点 数 。 因 此 , 当 p> TI. MERHER ANERE 


定性 , 即 盟 优 调节 器 系统 的 增益 稳定 裕 度 KEG o). IER BS M LG Ga) e 2:8= e 
时 ,| Go(jw)1=0。 

当然 ,上 述 结果 只 是 现 论 上 的 ,实际 的 控制 系统 还 有 许多 因素 没有 考虑 。 当 实际 系统 的 增 
益 大 到 一 定 程度 ,系统 就 会 失去 稳定 性 。 

【定义 2.5.21 UR EGE EE) 当 开 环 奈 氏 曲 线 Go(jw) 的 幅 值 等 于 1 时, Go(jw) 的 相 角 
与 ~ 180 线 ( 负 实 轴 ) 亲 的 夹 角 被 定义 为 相 角 稳定 裕 度 y, BD 

Y = BO + Go(jo,) (2.5.5) 

ELLE EMUCUIEIULM PATET TEES TM 

7 的 含义 为 ,如 果 系 统 对 频率 为 o. MER KAA MAREK y 度 .闭环 系统 处 于 临界 稳 
定 状态 。 

由 最 优 调 节 器 的 频率 条 件 (2.5.3) 可 知 , 奈 氏 沿线 Gy{jw) 不 会 进入 点 ( - 1,j0) 为 图 心 的 单 
位 加 内 。 青 根据 相 角 稳定 裕 度 的 定义 ,我 们 在 复 平面 上 分 别 做 以 点 ( - 1,j0) 为 圆心 的 单位 贺 


和 以 原点 为 加 心 的 单位 国 ,如 图 2.5.5 所 孙 。 这 两 个 国有 两 个 交友 ( - 1. - mC 1, 
ass 


13), eds ma msn KAMRAN 
50 和 -60"。 所 以 ,最 优 调节 峰 系 统 的 相 角 稳 定 容 
度 最 小 为 60", 即 y> 60, 

纤 上 所 述 , 最 优 调节 器 系统 的 增益 苞 定 裕 度 
KEG oO BISRGERIE yo 6m, k, £ 
统 的 某 些 参数 在 一 定 范围 内 变化 时 , 仍 能 稳定 地 
工作 。 


Re[G) 


2.6， 具 有 指定 衰减 度 的 LOR 问题 


图 2.5.5 HARE 


JUS EIS LOR 问题 是 指 闭环 方程 
(2.4.7) 的 解 x" (1) 将 以 不 小 于 规定 的 严 度 趋 于 平 稀 点。 
【问题 2.6.1】 MEREEN RI 
x(1) = Ax(t) + Bu(1),x(0) = xo (2.6.1) 
和 二 次 型 性 能 指标 
IIa s ff e"tetogeco + uO Ru J (2.6.2) 


a KT EE Q- CIC。(4 ,好 ) 能 控 ,(C,4) 能 观测 。 求 解 最 优 控制 a CO ,使 性 能 指 
标 (2.6.2} 达 极 小 值 , 且 使 
lim z" (z)e% = 0 (2.6.3) 
该 问题 的 求解 是 通过 变量 变换 的 方法 ,将 其 转化 为 2.4 节 给 出 的 标准 LOR 问题 。 为 此 ， 
引入 新 的 状态 变量 
xilt) = x(O0e*un( = aen (2.6.4) 
它们 满足 
zGs Elre] =a(1)e" torre = [Ar(1)+ Bult) e + ari(t)= (2.6.5) 
Ax,(t)+axi(t)+ Bu (t) =o] + A)z.(t) + Bult) 
根据 变换 式 (2.6.4) ,性 能 指标 (2.6.2) 可 改写 为 
Ha G1 = [E ARD 080) + nO m CO (2.6.6) 


这 样 ,问题 2.6. 1 就 等 价 于 由 式 (2.6.5) 和 和 式 (2.6.6) 措 述 的 标准 LOR 问题 ,并 使 
lim xl) = 0 

成 立 ,当然 ,此 时 要 求 (4 + of B) ÉBTB (CLA + o1) 能 观测 。 关 于 这 个 问题 ,有 如 下 结论 :如 果 
(A. BHTEEEM CC A ) 是 能 观测 的 , 则 (4 + al, BYR C, A + al) 也 分 别 是 能 控 和 能 观测 的 。 

将 以 上 讨论 归纳 为 如 下 定理 。 

【定理 2.6.1】 对 于 向 题 2.6.1 的 具有 指定 衰减 度 a 的 无 限时 间 LOR 问题 ,使 性 能 指标 
(2.6.2) 极 小 

J*[u* C2] = xQ P, xo 《2.6.7) 
sags 


的 充分 必要 条 件 是 


u* (i) =- RIB P ex (4) (2.6.8) 
其 中 P, 是 如 下 Riceati 代数 方程 
(A + clY'P, + P.(A + al) - P.BR B'P, + Q = 0 (2.6.9) 
的 正定 对 称 解 MRENA x * (a) E EI rE 
x7(0 = (Ae ol - BRB'P,)x'(1),x" (0) = x; (2.6.10) 


这 种 将 具有 指定 衰减 度 的 LOR 问题 转化 为 标准 LOR 问题 的 方法 ,也 可 用 于 求解 2.2 节 提 
到 的 输出 调节 器 问题 和 输出 跟踪 问题 。 下 节 给 出 输出 调节 器 间 题 的 解 ,输出 跟踪 问题 的 求解 
可 参阅 文献 19]、[11] 等 。 


2.7 输出 调节 器 问题 


本 节 我 们 来 求解 输出 调节 器 问题 。 
【问题 2.7.1】 给 定 被 控 杀 统 的 状态 方程 和 输出 方程 
x) 4ACtD)xz(t) + B(r)uGi),rz(i) = xo (2.7.12) 
ya) = CCGOx() (2.7. 1b) 


以 及 关于 第 出 变量 和 控制 变量 的 二 次 型 性 能 指标 
J = 3y'GoryGD + ADORO + econciatoda (2.7.2) 


其 中 Q'G) = Qé02 0, R6) = R(1) >0。 求 最 优 控制 a (4) ,使 J[a()] 达 极 小 值 。 其 中 
u CE) REESE ,终端 时 刻 y 固定 。 

假设 系统 (2,7.1)( CL AYSE SERRE 

处 理 上 述 ( 有 限时 间 ) 输 出 调节 器 问题 的 基本 思想 是 将 输出 调节 器 问题 转化 为 状态 调节 器 
问题 ,然后 ,应 用 前 面 关 于 状态 调节 器 的 结果 ,设计 相应 的 控制 律 。 

将 输出 方程 (2.7.1b) 代 入 性 能 指标 (2.7.2) 中 ,得 


MaC} = FTC FCG ely) + 
$reg cz) + ut! G) RG)uG))dr (2.7.3) 
E 


把 上 式 与 状态 调节 器 问题 的 性 能 指标 (2.3. 2) 加 以 比较 ,发 现 它们 的 结构 形式 相同 ,区 别 在 于 
x.3.2) f EE F fü QOO ,在 式 (2.7.3) 中 分 别 换 成 了 COFCO) 
(9。 因 此 ,只 要 我 们 能 证 明 CTG) FCGOQDI CNOC ORRERA ,就 建立 起 式 
(2.3.2) 和 式 (2.7.3) 之 间 的 对 应 关系 ,从 而 ,将 输出 调节 器 问题 转化 为 等 效 的 状态 阔 节 器 问 
。 于 是 ,有 关 状 态 调节 器 的 结论 ,都 适用 于 输出 凋 节 器 。 
Dm] 因为 F,OCOONEESPE ,所 以 
LCP FCU I" = Cp F' eG) = € Go FCC) 
[c'to9CocCGCOP = CODEC) = OCG) 
BERE C'Gy) FCCUYRI C'G) QU COHR 
又 办 为 (1) >0, 所 以 对 任意 向 量 y(1)zz0, 有 
»'GQotioyo20 
2) 


Fy) = Cr(D, 则 对 任意 C(9Dxr(5) 关 0, 下 式 成 立 
x'G)€QG)gG)CG)x(020 
利用 (C ,4) 完 全 能 观测 的 假设 ,上 式 对 任意 x (0) 0 Bir B1 
CQG)gCG0CG)s9 
同 理 可 证 , CI (5) FC (4) >0。 证 音 
现在 ,我 们 将 定理 2.3.1 推广 应 用 于 输出 调节 器 问题 ,得 如 下 有 限时 间 输 出 调节 器 问题 的 胡 。 
【定理 2.7.1] 给 定 完 全 能 观测 线性 系统 (3.7.1) 和 性 能 指标 (2.7.2), 其 中 a CORE 9 
束 ,z 固 定 , 则 最 优 控制 
u' (1) =- R G)B'(GOPG)x(G (2.7.4) 
存在 县 惟一 。 其 中 P(:)E Riceati 方程 
P(e) =- P(0AG) - ATG)PO) + POG)BGO) R (2) BTG) PD - CG) Q(:)C(:) 
(2.7.52) 
满足 边界 条 件 
PU) = C'Gp FCD (2.7.5b) 
的 解 。 最 优 轨 线 x*(z) 由 下 式 确定 
z'0) -[AG) - BG)R"'G)B'GY)PGQ)cx (i),z () = zo (2.7.6) 
最 优 狂 能 指标 函数 为 
Tisi) n] = pa C PC (4) (2.7.7) 


最 优 控制 (2.7.4) 与 系统 (2.7.1) 构 成 的 闭环 系统 框图 如 图 2.7-1 所 示 。 由 图 可 多 ,输出 
调节 誉 辣 题 的 反馈 结构 仍 为 状态 反馈 ,而 不 是 输出 反馈 。 


-RBT jed PETERE [se] no 


P) 


12.7.1. h EAR 8g 
类 似 地 ,由 定理 2.4.1 可 得 如 下 无 限时 间 输 出 调节 器 问题 的 解 。 
【定理 2.7.2】 给 定 完 全 能 控 , 完 全 能 观测 线性 定常 系统 (2.7.1) 和 人 性 能 指标 


JIaC = [rift WO + u Rut Dl (2.7.8) 
其 中 @ >0,R >0,u(:) 不 受 约束 , 则 最 优 控制 
u" (i) =- RIBTPr(L) Q.7.9) 
存在 且 惟一 。 其 中 P 为 代数 Riccati 方程 
PA + ATP ~ PBR-'BTP + CTOC + 0 (2.7.10) 
HE. RARR x* (4) 由 下 式 确定 
z'(t) = [A - BR 1B P] * (1), x" (0 = x, RID 


性 能 指标 (2.7.8) 的 最 优 值 为 
J [z(0)] = 350) px(0) (2.7.12) 


+ 48 - 


(912.71] 已 知 状态 方程 和 输出 方程 
x 5 -r 0 
is, sos [ees 
y(t) = [1 0]z() 
性 能 指标 西数 
Ja WE DP) + nt) à r0 


试 构造 输出 调节 器, 使 J SOME, 
[f] 我 们 有 


a" peffe 0),Q=1,R=r 


rank B 4B] = [^ JJ 2m] m MEE 
所 以 ,被 控 系 统 完全 能 控 有 能 观测 。 由 定理 2.7.2, 有 
u`G)= -RB Prl) = -Ho ns A 


解 代数 Riccati 方程 (2.7.10) ,得 


= -H Ponle) + Pans 


iey 
;Pu-l 
1 
-Pu+t PrPn=0 
1p. 
-2Pa+ Ph =0 


为 保证 P>0, 取 上 述 方程 组 的 解 Pa = (r, Povr, Pu = 2rd, BIA 
wD rr riy i-r WEG) 
UVESRISERACAERURIE 2.7.2 P, HATAN Ta em REC n 


mss 
LU 3e E01 n xit)evu) 
B E | 
hii I. H 
图 2.7.2 最 优质 环 系统 
闭环 系统 传 函 为 


1 1 
@(s)= = 
ERNEUT EE 


为 典型 的 二 阶 系统 。 其 中 无 阻尼 自然 振荡 角 频率 ws = "1, JE tO Loco ele 


比 )。 可 见 ,所 设计 的 最 优 控制 a" (1) EPI PEREERUR EU DUOBUS RIS IER. KE (控制 能 
rr N 


量 ) p RE, REH WI IO BEES 
2.8 LQG 问题 


前 而 郊 节 讨论 了 基于 确定 性 系统 模型 的 LO 问题 。 但 其 ,要 得 到 系统 的 确定 性 模型 ,经 常 
是 极 困 难 的 。 因 此 ,实际 上 比较 逼真 的 系统 模型 ,应 该 是 此 系统 的 跑 机 过 程 模型 ,并 且 要 根据 
该 系统 的 不 完全 的 状态 量 测 值 ,确定 最 优 控制 。 

本 节 考 虑 的 系统 状态 模型 是 线性 的 (Tinear) ,性 能 指标 是 二 次 型 的 (Qoadratic) ,而 状态 向 量 
的 分 布 是 高 斯 的 (Gaussian) 。 这 样 的 控制 问题 称 为 线性 二 次 型 高 斯 控制 问题 ,简称 为 LOC 问 
B. 


2.8.1 有 限时 间 LQG 问题 


现 考虑 用 随机 状态 方程 和 量 测 方程 描述 的 线性 系统 。 
x) = AG)xG) + B(i)u(i) + wlt), Xt) = xo Q.8.1) 
z() = C(i)x(í) + v(#) (2.8.2) 
其 中 状态 ER" ,控制 2€ R", 现 测 输出 ER, REDERE r(io) 是 高 斯 型 ,其 均值 为 
X(t0), 协 方差 阵 Pa( to) = Px 为 对 称 非 负 定 的 。 又 假设 过 程 品 声 ; wa), iE [bt 和 是 测 品 
声 |Y(b,5E[fnst]i 都 是 零 均 值 的 白 高 斯 过 程 , 生 具有 协 方差 隆 
Co[wG)w(212 Q) eli- e) 
和 Covl y(t), v(r)] = R,Gr)6(r— r) 
EI ERR rlo iw DA O) 383 REGES 
随机 系统 的 性 能 用 加 权 二 次 型 性 能 指标 


J = EIU FEC) + [EAEL « à COR GOuQO MIEL (2.8.3) 
" bY N 


XE AAB. AT ixG) BOE ,把 整个 二 次 型 取 均 值 是 合适 的 。 假 设 R,(:) 和 
R (OHA EERE, M E QOO O,OH AIEN SEIER E o 

【定义 2.8.1]{ 容 许 控制 ) z(0 - Ez Gs toss ctl ,为 量 测 数据 集合 。 如 果 

u(:) = a[t,z(1)],t € [tot] (2.8.4) 

其 中 a E 2436098 09 8 8k LIU STOP IM 

[问题 2.8.1] 对 随机 控制 系统 (2.8.1) 和 (2.8-2), 求 解 使 性 能 指标 (2.8.3) 达 极 小 值 的 
容许 控制 u" (1)。 

在 以 下 讨论 中 ,将 用 到 数学 期 望 (条 件 均值 ) 的 如 下 性 质 2、 

a) EÍ E[xly]! = Eix} (2.8.5) 

(2) Eix" Mr} =X" Mx + traee| MCov( x] (2.8.6) 
RP x 是 一 个 均值 为 x 的 随机 变量 。 

利用 式 (2.8.5) ,可 将 性 能 指标 (2.8.3) 改 写 为 更 适合 于 以 下 分 析 的 形式 


了 = EEL GD Feli) 1 aU] s F| Ef COGO (CO i zü) + 


s SD + 


Ei ['ufCOR ulas (2.8.7) 
于 是 ,由 式 (2.8.6) 和 式 (2.8.7). 有 
LA A 


Bliraeo FPC) + [PoPa (2.8.8) 


其 中 
x()- Eleiz); 
Pa) = Efix) -£G))(x(2) T) 
可 以 证 明 , FEARS HE HAERE E S AA E F E a OR EA RRE 
3 CER39380380U2I. PRG AHERE 守 ( 5 和 估计 误差 协 方差 阵 P,( W E ERSEK 
REFERIA 


E G) = AGRC) + BOO uD + KODUD - CCORGO] 
Ë: x (2.8.9) 
X(19) = x(19) 
其 中 
Kalt) = P,GOCICOR;' GO (2.8.10) 
ue = ACHP) + PADAT) ~ PUO) C'G REG) CG) PG + QuG) 
Palto) = Pa . 
(2.8.1) 


r8. 8.11) A ASHIRA Riecat 方程 , K,() 称 为 估计 增益 库 。 值 得 注意 的 有 是, PO) 
与 量 测 值 和 控制 设 定 信 无 关 , 而 是 确定 性 的 。 这 意味 着 式 (2.8.8) 右 边 最 后 一 项 不 受 数学 期 户 
运算 的 影响 ,而 且 也 不 会 影响 控制 的 选择 。 由 此 ,使 / 达 极 小 也 等 效 于 使 下 式 为 极 小 


P = EORR UD + 'UCOg ORG + eR a Id (2.8.12) 


式 (2.8.9) 中 的 z(t) - C(#)x(!) 称 为 新 息 过程 。 可 以 证 明 f91,(51, 它 是 零 均值 的 高 斯 过 

E, E R+A b 32% 
Efl) - CCOXxCOJUz( OO - C(r)E(r)F |= RUG - z) 

因此 (2.8.9) ~ (2.8.12) 构 成 了 问题 2.8.1 的 -个 等 效 的 控制 问题 : 即 对 系统 (2.8.9) ,求解 
使 性 能 指标 (2.8.12) 达 极 小 值 的 容许 控制 w* (1)。 要 注意 ,此 等 效 问题 是 假设 状态 过 程 能 观 
测 的 ,也 就 是 说 ,现在 的 状态 是 (5), 它 是 可 估计 的 。 

利 几 动态 规划 方法 :7.191, 能 够 证 明 , 服 从 式 (2,8.9) ,使 式 (2.8.12) 达 极 小 的 最 优 容许 控 
制 是 


n) =- RUÜG)BO)B GG) = KG)G) (2.8.13) 
其 中 
(人 t) =- Ri G)HBÜ'G) PG) (2.8.14) 
BG) =- POAC) - ATG)P QD + PQG)BGO)RSGQGOÓB'(O)BG) - Q0) 
lots zF 
(2.8.15) 


25) 


方程 (2.8.15) 称 为 控制 器 的 Riccati 方程 。KK(!) 称 为 控制 增益 泗 。 
同时 可 以 证 明 , 在 区 间 [1,5] 内 ,性 能 指标 的 最 优 值 为 


PIG) = S'()P (SG) «mel [RAC RU REG) P Cal 
而 在 整个 区 间 [ t, 4] 内 ,性 能 指标 的 最 优 值 为 


JG) FLOS EGS + trace] KG) R GO) KIC CORE + 


mol FPjGO + [CO COR (2.8.16) 


其 中 第 二 求 迹 项 由 式 (2.8.8) 得 到 。 
有 限时 间 LOG 问题 的 方 框图 如 图 2.8.1 所 示 。 


BU) 


"ur »«j L——1 p do. 
Il ao) [^ pU E) nm Í 
* 3 b 


[E 


a) 


KG) 


图 2.8.1 估计 与 控制 结合 的 最 优 调节 系统 

由 图 可 清楚 地 看 出 ,此 种 结构 的 线性 最 优 调节 系统 由 两 部 分 构成 , 即 估 计 器 和 控制 器 的 结 
A 

将 以 上 结果 归纳 为 定理 形式 。 

[定理 2.8.1】 对 由 式 (2.8.1) ~ (2.8.3) 措 述 的 连续 时 间 随 机 模型 的 有 限时 间 LOG 问 
题 ,使 性 能 指标 (2.8.3) 达 极 小 的 最 优 控制 ( 妈 问 题 2.8.1 的 解 ) 为 

ut Q)s KODEU) = - RTB) PEC) 

这 里 P,(1)28 Riccati 方程 (2.8.15)? 的 解 。 最 优 滤波 x (00H 5E. 8.9) ~ (2.8.11) 给 出 。 最 优 
性 能 指标 为 式 (2.8.16)。 

定理 2.8.1 的 结果 称 为 分 离 定 理 或 必然 等 价 原理 [ks] 。 最 优 控制 的 计算 分 为 两 部 分 ,一 部 
JH CERE (1)《 计 算 估计 增益 阵 (7)); 另 一 部 分 是 计算 控制 增益 阵 K. (r), wE 
性 的 一 点 是 这 两 部 分 的 计算 在 茶 种 意义 上 是 独立 的 ,最 优 滤波 x(1) 的 计算 与 性 能 指标 参数 
F.QiGYVR R;(1) 无 关 , 这 三 个 参数 定义 了 控制 问题 ;控制 增益 泗 XK,(1) 的 计算 也 不 依赖 于 
Posh) Riz(o) 等 噪声 参数 。 两 部 分 计算 ,基本 独立 进行 , 故 称 为 分 离 定理 。 如 果 用 实际 
状态 *(1) 代 替 最 优 滤波 *(*)》, 最 优 控制 计算 同样 进行 ,所 以 分 离 定 理 也 称 为 必然 等 价 原理 。 


2.8.2 稳 态 LQG 问题 


考虑 线性 定常 系统 的 情况 MRE A.B.C Q.Q R 和 R, HARE, HR 5 -0 
%。 此 对 ,把 性 能 指标 (2.8.3) 修 改 为 
MM 


Bp fra B RU). HF 
Je = EC FRCD + | LOQ) + v COR COM 
对 于 有 限 的 7, 由 于 考虑 的 是 定 管 系统 , 式 (2.8.13) 的 最 优 控制 为 
u*(1) =- Ri B'PG)G) 

这 里 ,由 式 (2.8.15), 有 

Ir =- P,(t)A - ATP LG) + PG) BRI B'PG) - Q, 

P(T) = F 
而 由 式 (2.8.9)、(2.8.10) 和 式 (2.8.11), 有 


£ G) = ARC) + Bult) + K GOD UG - GG] 
[ = 工 0) 
其 中 
Ky) = P,(:)CTR;! 
P;(:) = AP,(:) + Pa(t)AT - P,(tz) CT RE CP + Q, 
|= = Pis 


(2.8.17) 


(2.8.18) 


(2.8.19) 


(2.8.20) 


(2.8.21) 


(2.8.22) 


(2.8.23) 


确切 地 说 , 式 (2.8.20) 的 解 P.(1) 与 7 了 和 有关 。 同 样 , 式 (2.8.23) 的 解 P(1) 与 时 刻 t = 0 


和 P,(0) = Pw 有 关 。 因 此 , 记 
P,(:) = P,(:,T,F),P,(i) = P,(:,0, Pio) 


类 似 于 2.3 节 ,Riceati 方程 (2.8.20) 和 (2.8.23) 的 解 P.(1)、P2(1) 具 有 如 下 性 质 : 


(1) 8 了 一 w 时 ,极限 
lim PG, T, FRI lim Py (,0, Pao) 
是 有 界 的 。 
(2) 车 被 控 系 统 是 能 控 和 能 观测 的 , 则 对 任何 非 负 定 的 FA Pw, 有 
lmPi TF) = P. = EE 
dim Pis, — ios Pa) = P> = 常 阵 
此 时 ,Riceati 微分 方程 (2.8.20)、(2.8.23) 退 化 为 Riceati 代数 方程 
- PA- ATP+PBRB'P- Q, = 0 
AP, + PA” - P,CTR;'CP, + Q, = 0 
最 后 ,将 以 上 稳 态 LOG 问题 的 结果 归纳 为 如 下 定理 。 
【定理 2.8.2】 如 果 线 性 定常 系统 
x) = Ax(4)+ BuC 1) « w(t),x(0)= xo 
z(0) = Cr(t)+ vtt) 
是 能 控 的 和 能 观测 的 , 则 在 稳 态 ( 7 一 om ) 下 ,最 优 控制 为 
u'(G) = Kir (i), K, = - Rr !BTP, 


(2.8.24) 
(2.8.25) 


(2.8.26) 
(2.8.27) 


(53^ 


式 中 P, 为 Ricoati 代数 方程 (2.8.26) 的 解 ,z( 1 满足 
EG) A(t) + Buli) + ET[z()- 芝 (LE = x(0) 
K,= P,CTR;! 
P, 为 Riccati 代数 方程 (2.8.27) 的 解 。 
同样 ,定理 2.8.2 也 称 为 分 离 定理 。 


3 # 


2.1 给 定 一 阶 被 控 系 统 


E= ali) w(1),x(0) a hy 国定 ,x(5) 可 变 。 试 应 用 极 大 值 原理 求 最 优 控制 a O), 
使 性 能 指标 


Ta freo + w(t) ldt 


达 极 小 值 。 
2.2 给 定 一 阶 被 控 系 统 


z(D e alt) 一 u(t),x(0) «5, y BRE s C) EE, rh u(t) 受 不 等 式 约 来 
O.5&u(D «t 
试 应 用 极 大 值 不 理 确 定 最 优 控制 s* (41), 使 性 能 指标 


: 
T= iss ul 
Š 


达 极 小 值 。 
2.3 给 定 一 阶 被 控 系 统 


2(0D)= uli) al) =3 
和 性 能 指标 


re) E a 


试 应 用 定理 2.3. ORIG EE Eu CO J 达 极 小 值 。 
1.4 给 定 二 阶 被 控 系 统 


5 0 1 0 
iof REDE zero=m 
和 性 能 指标 
HU oen GORO ad eG) 
° 


试 应 用 定理 2.4.1 求 最 优 控制 u(t), 使 了 达 极 小 值 (其 中 à) » 0). 
2.5 已 知 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 


CON ?oreo [oro = 


yG)=[1 olx(o) 


和 性 能 指标 
12d l. LPU) + uli) lde 


斌 构造 最 优 输出 调节 器 ,使 J 达 极 小 值 。 
2.6 给 定 随机 状态 方程 和 量 测 方程 


SG) -Ealt ult) + wt) ,x(0) =10 
z(t)=x(t)+ ola) 
其 中 R-i, Q - 2 ffi RE 


其 中 
Jy = BIR PUDS s APURA + wa 


试 应 用 定理 2.8.2 求 控制 增益 K 和 估计 增益 Ko K, 与 K, 的 计算 是 否 是 相互 独立 的 ? 
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第 三 章 ”参数 化 控制 器 设计 


30 年 代 开始 发 展 起 来 的 古典 控制 班 论 (频率 域 方 法 ) 能 较 好 地 处 理 SISO 控制 系统 的 分 析 
和 综合 问题 。 利 用 频率 域 方 法 对 控制 系统 进行 设计 具有 物理 概念 清晰 的 特点 。 例 如 在 Bode 
图 上 采用 苛 路 成 形 技术 99 ,可 以 直观 地 对 控制 系统 的 鲁 梯 性 能 进行 设计 ,以 使 控 括 系统 对 被 
控 对 象 的 微小 变化 (模型 的 微小 摄 动 ) 仍 保持 稳定 性 { 鲁 棒 稳 定 ) 和 满足 一 定 的 系统 性 能 ( 便 棒 
性 能 ) ,尽管 频率 域 方法 是 一 种 图 解法 . 试 凌 法 ,由 于 上 述 优点 和 其 它 一 些 优点 ,长 期 以 来 ,一直 
在 工业 控制 系统 设计 中 处 于 主导 地 位 ,易于 被 控制 工程 师 们 所 搂 受 。 直 到 70 年 代 后 期 ， 
Yonlab 等 人 证 明 , 对 于 一 般 的 控制 系统 可 以 采用 一 种 有 效 的 方法 参数 化 所 有 稳定 的 控制 器 ， 
参数 化 过 程 保 证 了 最 终 的 反馈 控制 器 自动 地 产生 一 个 闭环 稳定 的 控制 系统 。 可 以 说 ,在 某 种 
意义 上 , 正 是 由 于 Youla 的 参数 化 控制 器 和 Zames™ DJ Ë Doylet5 等 人 的 工作 ,开辟 了 反馈 控 
制 理 论 的 新 纪元 [551 。 

本 章 将 介绍 Youla 的 内 稳定 控制 器 参数 化 结果 及 其 应 用 ,以 及 近年 来 得 到 的 同时 镇 定 控 
制 器 参数 化 结果 及 其 应 用 。 月 的 在 于 引进 近代 频 域 控制 理论 的 一 些 基 本 概念 和 方法 , 关 为 这 
些 概念 和 方法 对 本 书后 续 章节 的 学 习 也 是 必要 的 。 


3.1 内 稳定 控制 器 参数 化 


有 理 函 数 (和 矩阵 ) 的 互 质 分 解 理论 .闭环 系统 内 稳定 性 概念 以 及 Youla 的 内 稳定 控制 器 参 
数 化 结果 ,在 近代 频 域 控制 理论 中 起 卷 重要 的 作用 。 众 所 周知 ,稳定 性 是 对 控制 系统 的 最 基本 
的 要 求 。 在 保证 闭环 系统 的 内 稳定 的 前 提 下 ,利用 控制 器 参数 化 公式 ,对 控制 系统 的 各 种 性 能 
进行 设计 ,这 正 是 Youla 的 内 稳定 控制 器 参数 化 结果 的 页 献 所 在 。 本 节 将 对 上 述 基本 概念 作 
简单 介绍 ,使 读者 对 近代 频 域 最 优 控制 理论 有 一 初步 的 了 解 。 详 细 的 讨论 可 参见 文献 [17] 、 
[18]、[19]。 


3.1.1 有 理 函 数 { 和 矩阵 ) 的 互 质 分 解 


[定义 3.1.1]( 正 则 \ 严 格 正则 ) X z( 一) 是 有 理 带 量 ( 零 或 非 零 ), 则 称 有 理 函 仇 g(;) 是 
正则 的 。 车 g(%) =0. 则 称 g(s) 是 严格 正则 的 。 若 G(w ) 是 有 限 常 量 矩 阵 , 则 称 有 理 函 数 矩 
E G(s) 是 正则 的 。 若 GC ) =0, 由 称 G(s) 是 严格 正则 的 。 

[EX 3.1.2 ZE) 设 UONE RRAN, 车 Ul), U (0€ RH. , 则 称 UG) 
ELA OM 

IEE RW E. A AR RE hS EAE EE DLE ZEE DEBERE BUS Z ERE, 

【定义 3.1.3}( 右 公约 式 ) BNG), M GO C RH. RARAHI AFEN) M 
(s),R(:)€ RRB. .使 得 

NG)E N(s)R(s),M(s)= MG)RG) 
则 称 RC) H NG) BI 用 (s) 的 右 公 约 式 。 
ite: d 


【定义 3.1.4]( 右 互 质 ) 称 NCOLMCD € RH。 为 右 互 质 , 当 且 仅 当 存在 xC). yC )€ 

RI, ,使 得 
XGMG) + YG)NG) = I (3.1.1) 

上 式 称 为 Bezout 等 式 。 

由 定义 可 知 ,N(s) 和 M(s) 为 右 互 质 的 充分 必要 条 件 是 N(s) 和 M(s*) 除 么 模 阵 以 外 不 具 
有 其 它 右 公约 式 。 

与 定义 3.1.3 和 定义 3.1.4 类 似 ,可 以 定义 共有 相同 行 数 的 矩阵 的 左 公约 式 和 左 互 质 性 。 

一 个 正则 有 理 函数 短 阵 G(s) 的 右 互 质 分 解 是 指 G(s) = NGOM? CO ,其 中 N(s)， 
M(s)E RH ABERE, KWE, WME G(:)= MC (NG) EP NC), MC) E RH。 是 


ERRER, M M CO NOE GONERA. ULEX, MCs), MOYSESA 
阵 。 
正则 有 理 函 数 矩 阵 G(s) 的 一 种 更 一 般 的 互 质 分 解 , 称 为 双 互 质 分 解 (doubly coprime 
factorization) , 由 下 列 定理 给 出 。 
【定理 3.1.1】 正则 有 理 函 数 和 矩阵 G(s), 设 其 状态 空间 实现 [4 ,B,C,D] 能 稳定 .能 检 
测 , 则 存在 8 个 属于 RH. 的 矩阵 
M(s)= {Ap,B,F,I],N(s) =[Ar, B, Cr. D] 
MG) = [Ag HC, I] NG) = [Ag Bg, C, D] (3.1.2) 
XCs)= [Ar,—- H,Cp,1]. Y(s)=[Ap,H,F,0] 


YC) e [Ass - Ba, F1), YG) 2 LAs H,F,0] 


其 中 
Ar=A+BF,Cp= C+ DF 
An=A+HC,B:= B+ HD 
WE: 
DETON D E LLIM 
(2) G(:)= NG)M^" (s) - M^ G)NG) (3.1.3) 
X Yl[M -r 
(3) t 7l MEE Q.1.4) 


该 定理 的 证 明 见 文献 [17]。 式 (3.1.2) 给 出 了 双 互 质 分 解 的 求解 方法 ,选择 矩阵 F.H E 
Ay Ag 具有 稳定 的 特征 值 , 即 可 实现 稳定 的 双 互 质 分 解 。 
【 例 3.1.1】 给 定 2x2 维 正则 有 理应 数 算 阵 
1 f20-1)》 2 | 
sll s-1 s-i 
求 得 G(s) 的 一 个 最 小 实现 为 G(5) 2 [A.B, C, D), RE 
[2 -3 6 0 0 
9010 
zi -2 je jest ].o-o 


®© 0 1 
0 0 1 1 3 


G(:)= 


PE IRL 


选择 严 , 使 4r= A + BF 的 特 证 值 为 { - 1, - 1, - 1] ARTS 


P-[ ) S 


1 -1 


Pee 


0 0 -l 


选择 H S18 AL- A + HC 的 特 证 值 为 [ - 1, -1, “1], 则 可 得 


Wy 1 2 -4 7 
«| 0 1 m -2 8 
-1 -2 0 -1 -3 


于 是 ,可 求 得 


NG) = [Ae B, Co 0] 2 y 


MG) -LAe, BF. 1) 5 —1 


X(G) = [Ar - H, Cr, 115 


Y) = [Ap H,F,01- —1 


G+: 


(£ +1)° 


G+ 


2 +5s-11 3i] 
E 


s$à-2s44 


s+2s -55 -20 s +d4s+1 


se8s421. 3424-5 
[Serene nup 
sl +5s +4s 


2648s46 — 22/54 san) 


(s41) 22-8s-6 -2-10s-8 


其 余 四 个 矩阵 NGOM GO ER EO REX ok Hi. EE, G(s) 的 一 个 右 互 质 分 解 为 


GG)2 NG)M (s). 


3.11 内 稳定 性 


考虑 图 3.1.1 所 示 SIS0 基本 反馈 系统 。 图 中 P 为 补 控 对 象 传 函 , C 为 控制 器 传 函 ,为 


RUTHER. r 为 参考 信号 ,n HENE 
声 信 号,d 为 外 部 干扰 信号 ,7y 为 被 拉 输 出 
信号 ,+ WENES, u 为 控制 信号 。 

【定义 3.1.5】( 良 定性 ) 图 3.1.1 所 
示 系 统 被 称 为 是 良 定 的 (well-posed), 如果 
图 中 上 所 有 闭环 传 函 都 存在 , 即 从 三 个 外 部 
输入 rdn 到 所 有 内 部 信和 号 u、y、v 以 及 
求 和 点 的 输出 as co 之 问 的 传 函 都 存在 ， 


图 3.1.1 基本 反馈 回路 


为 了 获得 图 3.1.1 所 示 系 统 的 良 定 性 ,只 需 考察 从 r.d n 到 xxrasta 的 9 个 传 画 ( 其 它 
传 函 可 以 从 这 9 个 传 画 得 到 )。 写 出 求 和 点 方程 


Rs 


z= d+ Ca 


xim n+ Paa 


写成 矩阵 形式 
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1 0 Fm] ír 
É j j » | | 
o -P 1lsi in 


则 原 系统 是 良 定 的 , 当 上 且 仅 当 上 面 的 3x3 维 矩阵 是 非 奇异 的 , 即 


1 0 P 
del - C 1 Oj-1«PCFx0 


Q0 -P 1 


9 个 传 函 可 从 方程 


xi 1 0 Fr rr 1 -PF -FIr 
1 

“|-|- E alo reet 1 -CF 

A 9 -P 1J Lx PC P 1 


J (3.1.5) 


n 


x 
获得 。 

【定义 3.1.6】( 内 稳定 性 ) 如 果 式 {3.1.5) 的 9 个 传 函 都 是 稳定 的 , 则 称 图 3.1.1 所 示 基 
本 反馈 系统 是 内 稳定 的 , 即 对 所 有 有 界 的 外 部 输入 信号 r、d、n ARRES zr sz sa B uyw 
都 是 有 界 的 。 

对 闭环 系统 提出 内 稳定 的 要 求 是 基于 如 下 思想 ;如 果 仅 要 求 从 r Hy 的 闭环 传 函 是 稳定 
的 , 即 当 > 有 界 时 ,y 也 有 界 ,并 不 能 保证 某 些 内 部 信号 是 有 办 的 ,这 种 情况 对 某 些 控制 系统 是 
不 允许 的 ,可 能 引起 该 实际 装置 内 部 结构 的 损坏 ,甚至 发 生 事故 。 

【定理 3.1.2】 图 3.1.1 所 示 基 本 反馈 系统 是 内 稳定 的 , 当 且 仅 当 没有 闭环 极点 在 Re :>0。 

DER] 对 P.C 和 做 互 质 分 解 


代 人 式 (3.1.5), 整 理 , 得 
^ MoeMoMs - NeNpMe NM + 

NOM M; MpMeMr NONEM, B (3.1.6) 
" WeNeMr NoMoM, Mole L n 
闭环 特 证 多 项 式 等 于 NoNeN MMM (üE RE BUR BERT HG ER ÉD RE ECRIRE PT 
见 ,如 果 没 有 闭环 极点 在 Re s>0 平 面 内 ,反馈 系统 是 内 稳定 的 ,充分 性 竺 证 。 

下 而 证 明 必要 人 性。 假设 反馈 系统 是 内 稳定 的 ,那么 式 (3. 1.5) 的 9 个 传 函 都 是 稳定 的 , 即 
它们 没有 极点 在 Re s>0 平面 内 。 和 再 由 互 质 性 条 件 ,可 斯 定 闭环 特 证 多 项 式 NAN, + 
MMM, 没有 零点 在 Re *>0 平 面 内 。 dz 

[83.1.2]. 在 图 3.1.1 中 , 设 

-1 


$ 1 
Cls CIP P()= =1 


可 以 看 到 ,C、P 和 下 的 分 子 分 经 均 互 质 。 闭 环 特征 多 项 式 
Nac Ve + MpMoMs = s - le Gs - DG D =(s -1)(s +2s +2) 
有 一 个 零点 :=1 在 Re ;>0 内, 故 由 定理 3.1.2, 反 馈 系统 不 是 内 稳定 的 。 
以 上 讨论 了 单 变量 基本 反馈 系统 的 良 定性 和 内 稳定 性 。 对 其 它 形式 的 反馈 系统 以 及 多 变 
量 系 统 , 良 定性 和 内 稳定 性 的 定义 是 类 似 的 。 下 面 的 定理 给 出 了 图 3.1.1 所 示 多 变量 系统 的 
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1 
NNN, + M MOM 


x | = 


内 稳定 性 判 据 。 为 简便 计 , 设 F= 7, 则 得 如 图 3.1,2 的 单位 反馈 系统 。 
【定理 3.1.3】 设 PG) = Nr(JMFIS) S Mp GYNSG),B 
C(s) = Nels) ME(s) = MZ s) No(s) 
则 如 下 命题 等 价 : 
(1) 图 3.1.2 所 永 单位 反馈 系统 为 内 稳定 。 


d 
r i a a xi x u 


图 3.1.2 单位 反馈 系统 
(2) AG) = Mpls) Mels) + NaC) N (ORRE 


G) DCs) = Mels) Mels) + Nel s) NOLE 
【证 明 】 图 3.1.2 中 ,两 个 求 和 点 的 输出 为 


HEGY 


I rt) L 
- €(s) £ 

如 果 de( 7 + PC) x0( 良 定性 ) 且 G(s)€ RH. , 则 反馈 系统 是 内 稳定 的 。 设 P(s) 和 CCS 
的 双 互 质 分 解 为 


其 中 


a) = | (3.1.7) 


P = NQM$! = MEN, (3.1.8) 
XM, + Y,N, = 1,M,X, + Yo = I 
C = NaMa = MUN. G. 1.9) 


XA + VoNe = 1, Moxe + Noye = I 


AG) = Mpls)Mels) + Npls) Ne (s) (3.1.10) 
XC) = Mco(s) Mpls) + Nels) Nels) 《3.1.11) 
MAC), ACOE RH, BUR 


det( J + PC) = det Mz det Adet Mi' = da Mz de Adet MF! 
其 中 ,第 二 个 等 式 利用 了 如 下 事实 
de(1 + PC) = det(I + CP) 
因此 ,det(1+ PC) 0 等 价 于 det A x0 和 det À 0, BF A WÀ KTX 
利用 分 块 矩 阵 求 道 公式 (更 附录 ) , 式 (3.1.7) 成 为 
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0 0] [Mc Aa 
co -| MEINE M, -AO 
由 上 式 可 知 ADSL A(s) € RH M G(s)E€ RH。。 反 之 ,如 果 G(s)C RH. WERER 
(Xe YW]€ nu. GA[XD -YL'€ RH, f AC (2 € Rl. . 
同 理 ,将 式 (3.1.7) 化 为 


cofe : 


ENL CA Aaa 
IBI MEL Mc 
可 以 证 明 , GCs) € RE。 的 充分 必要 条 件 为 让 -45)E RIS. ue 
当 控制 器 C(s) 是 稳定 的 ,有 如 下 推论 。 
【推论 3.1.1】 E PG) = NLG)M;G) 7 Mg! G)Nz Cs), E CC) E RN。, 则 如 下 命题 
等 价 ; 
(1) 图 3.1.2 所 示 单 位 反馈 系统 为 内 稳定 。 
(2 AG) = MG) + Nola) C EA E 


(3) AG) = Mp(s) + C(s) No CORRER. 

以 上 我 们 在 频率 域 定义 了 线性 定常 系统 的 内 稳定 性 概念 并 且 讨论 了 内 稳定 性 判 据 。 实 际 
上 ,如 果 线 性 定常 系统 的 闭环 状态 空间 实现 为 G(s) = C(sT - 4) BORIQS CA B, COE 
意 ,实现 的 直接 传输 部 分 在 稳定 性 的 研究 中 不 起 任何 作用 , 故 取 到 =0), 则 上 面 定义 的 内 稳定 
性 等 价 于 状态 空间 描述 的 线性 系统 (4 ,B,C) 的 兽 体 稳定 性 (有 界 输入 有 界 状态 ,有 界 输入 有 
JU URGE) SEE SEE A p gr nom, 

【结论 】 若 线 性 定常 系统 (及 , 吾 ,C) 能 控 ,能 观测 , 则 如 下 诸 命题 等 价 ; 

《1) 系统 (及 ,B,C) 总 体 稳 定 。 

(2) 系统 (4, 召 ,C)BIBO 稳定 。 

(3) 系统 [4 ,也 ,C)BIBS 稳定 。 

(4) 系统 工 = Ax 渐 近 稳定 。 

(5) Re A <0, Y A EA(A)o 

(6) 传 函 ( 阵 )Gfs)= C-A) B 所 有 极点 均 其 有 负 实 部 。 

车 系统 的 状态 空间 实现 能 控 且 能 观测 , 则 称 系 统 能 由 传 函 ( 阵 ) 完 全 地 表 证 。 上 述 结论 说 
明 , 若 系统 能 由 其 传 函 ( 阵 ) 完 全 地 表 证 , 则 系统 的 总 体 稳定 性 仅 由 传 函 ( 泗 } 就 可 以 确定 而 元 需 
考虑 系统 的 状态 空间 方程 描述 。 


3.1.3. Youla 参数 化 


[s: 3.1.1】 考虑 图 3.1.2 所 示 单 位 反馈 系统 。 设 P{ ) 的 双 互 质 分 解 为 式 (3.1.8)。 
控制 器 C(*) 使 闭环 系统 内 稳定 , 当 且 仅 当 存 在 式 (3.1.9) 的 双 互 质 分 解 , 使 得 


Mels) Mels) + Ñas) Nels) = I (3.1.12) 
Mels) Mpls) + Nels) Nols) = 1 G.1.13) 
【证 明 】 由 定理 3.1.3, 充 分 性 成 立 。 下 证 必要 性 。 
设 使 闭环 系统 内 稳定 的 控制 器 为 


obire 


Cls) = Nols) Ma G) = Mals) Nass) 
则 由 定理 3.1.3 知 
Aols) = Bo( SIMoo(s) + Nols) No ( s) 


As(5) = Mas) Mpls) + Nols) Nels) 
为 么 模 阵 。 令 
Me(s)= MgAg! (s) € RH. ,Ne(s)= Nols) Ag! (2 € RH. 
Mels) = Ag GR GÓC RH o, Nels) = Ag GONG) € RH a 
可 验证 式 (3.1.12) 和 式 (3.1.13) 成 立 , 且 
C(s)= Ne( M GO = MaCs) Nels) 证 毕 
【定理 3.4.4】 设 P(s) 的 双 互 质 分 解 由 式 (3.1.3) 和 式 (3.1.4) 给 定 , 则 所 有 使 闭环 系统 
内 稳定 的 控制 器 CCS) RT DURER OU 
C(s) = (Y+ MQ)X - NQ)” = (3.1.14) 
(X - o Ry + oi (3.1.15) 
Oh ñ ifie Ql) € RH, BE - NOM- QN). 
Dum] 分 两 步 进行 。 
(1) 证 明 等 式 (3.1.15)。 令 QE RH. HRE -NAČ - QNT. XE.) 
和 作 相似 变换 ,有 
r 2 
[; 2| 


zal IE 
Bp 


poen Y. a j” - (Y+ no) v 
E N  X-NQ 
上 式 左右 两 端 分 块 矩阵 的 (1.2) 分 块 相等 ,得 到 
(X- o NDX(Y« MQ) - (Y+ Q B) (x - NQ) 

等 式 (3.1.15) 成 立 。 

《2) 证 明 式 (3.1.14) 成 立 。 

充分 性 。 设 Q € RH. M 

Ne(:) = Y+ MQ Mc(s)= X — NQ 


代 人 式 (3.1.12) ,并 注意 由 式 (3.1.4) ,有 MN = NM ,显然 


MCs) Mols) + NGYNcG) = I 
故 . 由 引 理 3.1.1, 闭 环 系统 内 稳定 。 
必要 性 。 设 CCs) = Nels)ME'(s) 为 使 逆 环 系统 内 稳定 的 控制 器 , 往 汪 存在 Q € RH. ,使 
得 
. 6. 


C(:) = NM; = (Y+ MQ)(X - NQ) 
E CCGOBIESEA BE HRE HEA 3.1.3.A = MMe + NNN。 X LARE MUR 
MMA V+ NNeA = 1 
令 MeAC S X- NO, 代 人 上 式 ,得 


MO - NQ) + NNeA™! = 1 (3.1.16) 
另 一 方面 ,由 式 (3.1.4), 有 
K(X - NQ) + N(Y + MQ) = 1 (3.1.17) 
由 (3.1.16) 和 (3.1.17) 两 式 , 有 
NA = Y + MQ (3. 1.18) 
所 以 
C= NA (Meh T) (Or MQ)(X - NO) `! 


最 后 ,根据 MoA HEX, E 
YMçA `! - YX = - YNQ 
利用 式 (3.1.18) ,得 
XNuA^!- Xr = EMO 
上 两 式 相 减 ,并 利用 式 (3.1.4), 有 
Q = (XNc - YMDA^! - XY + Yx € RB. dux 


注 1 对 每 一 个 QE RH. MERER E de( X — NO) 0 Xl de X - g Ñ) 0 的 条 件 (可 
逆 条 件 )}。 因 此 ,一 般 只 要 求 Q€ RH. 
注 2 从 定理 3.1.4 的 证 明 过 程 (2) ,我们 看 到 ,对 P(s) 做 稳定 双 互 质 分 解 后 ,图 3.1.2 所 
示 系 统 内 稳定 的 充分 必要 条 件 为 控制 器 C(s) 可 表示 为 式 (3.1.14) 或 式 (3.1.15), 只 要 参数 
Q(:)€ RH。。 所 以 , 称 式 (3.1.14)、(3.1.15) 为 使 闭环 系统 内 稳定 的 控制 器 C(s) 的 参数 化 公 
式 (Youla 参数 化 公式 )。 
如 果 被 控 对 象 P(s) 本 身 是 稳定 的 ,由 定理 3.1.4 可 得 如 下 推论 。 
【 扒 论 3.1.2】 设 P(;) 是 稳定 的 , 则 所 有 使 闲 环 系 统 内 稳定 的 控制 器 C(;) 可 以 表示 为 
Cis) = (I - gP)9g = QU - po)? (3.1.19) 
其 中 自由 参数 矩阵 Q(s)E RI o. BEG- QP) 和 (1 - POTÉ. 
[83.1.3] 考虑 图 3.1.2 所 示 系 统 。 设 被 控 对 象 的 传 函 P(s) = 
环 系统 内 稳定 的 所 有 控制 器 的 集合 。 
[f] P 的 状态 空间 实现 为 4=@,B=1,C=1,D=0。 
选择 FOR HL (E Ap = 4+ BF fü A; = À + HC 为 稳定 的 ,可 得 
F=-a-f,f>0 
H=-a-h,h>0 


t 


s-a? 


a»0. BOR EA 


TR 
Ar= - fia gm c f Cp el Band 
由 式 (3.1.2) 可 算得 
ed 


LOL "E NIS 
KO ,Ns) = 
1) 25824 to) -e+ G+ 
Yi ttetfth yu. (DG e 


根据 定理 3.1.4, EHA 3.1.2 所 示 闭 环 系统 内 稳定 控制 器 的 集合 为 


eG) = (Y+ MOX- NO? «GE QOO o i 6729 


PU 
- Qu 
其 中 Q( SC RH,,a =(a+f)(a+h),B=a+f+ ho 

AFEC. 0.19) dg id Er THA P 的 模型 ,所 以 ,控制 器 参数 化 在 过 程控 制 中 应 用 
时 称 作 内 模 控制 (Intemal Model Control, 简 记 为 IMC)US1051, 

Youla 参数 化 公式 在 早期 频 域 He 控制 理论 中 起 着 核心 作用 D71)。 正 是 因为 使 团 环 系统 内 
稳定 的 控制 器 中 含有 一 个 自由 参数 ,他 得 我 们 可 以 通过 适当 选择 参数 Q(:)€ RH KRE H. 
标准 控制 问题 性 能 指标 。 也 就 是 说 , Yole 参数 化 公式 为 设计 问题 提供 了 一 个 自由 度 。 当 然 ， 
R 及 ,性 能 设计 问题 之 外 ,参数 化 公式 也 可 用 来 进行 闭环 系统 其 它 方面 的 性 能 设计 。 如 H, 性 
能 设计 1 . 鲁 棒 性 能 设计 61 、 渐 近 性 能 设计 [9't9 以 及 极点 配置 等。 我 们 将 在 下 一 节 讨论 
一 些 基 体 的 性 能 设计 问题 。 

最 后 ,我 们 再 对 控制 器 (3.1. 14) .(3.1.15) 的 结构 特点 作 些 讨论 .给 出 参数 化 控制 轿 的 另 
一 种 形式 。 由 式 (3.1.14) ,有 

C=(Y+ MQ) X- NQ S Y(X- N^ + MQUX - NO) = YX (X - NQ + 
NQ)X-NQY'« MQ(X- NO) "!= YXU- NO(X- NO)! ] Mg(X - 


NQ) = YE « YX-! NQUX - NQU« MQ(X - NQ) -I= YX- à (X YN + 
M)QU-X '!NQ) x = YX C «X (XM YN) QU -X NO x! = 
YX X QUI - X! NQUX^! = Ko KiQU - KQ)  K, (3.1.20) 


其 中 Kos YX, KX Ks X, K= XO N. 
对 式 (3.1.20) 结 构 形 式 的 控制 器 ,我 们 称 C JE Q 的 线性 分 式 变换 (] inear Fractional Trans- 
formation, 简 记 为 LFT)。 


著 定义 
4t ~] 
K; i 
则 控制 器 的 输入 输出 关系 为 
u = LFT(K,Q)y = [Ko + K, Q(I - K, Q) Kly (3.1.21) 


其 中 y 为 控制 器 的 输入 信号 ,uw 为 给 出 信号 。 方 程 (3,1.21) 可 以 看 成 如 下 系统 的 输入 输出 关 
* 
26 ^ 


-L HE NI » 


SS ——— 
rv. QE RH. | K | 
相应 的 控制 器 结构 图 如 图 3.1.3 所 示 。 这 种 结构 的 参 rok ri 
数 化 控制 器 ,我 们 在 后 面 的 章节 中 还 会 过 到 。 I " ; 
车 令 式 (3.1.20) 中 的 Q =0, 则 得 使 闭环 系统 Pa m IN c! 
内 稳定 的 特殊 控制 器 
C= K = YX Hiis 参数 化 控制 器 


称 为 中 心 控制 器 。 
3.2 参数 化 控制 器 的 应 用 


Youla 的 内 稳定 控制 器 参数 化 公式 (3.1.14),(3.1.15) 中 ,含有 一 个 自由 参数 矩阵 QU), 
只 要 QG)€ RB. ,就 可 以 保证 闭环 系统 是 内 稳定 的 。 这 就 为 系统 的 各 种 性 能 设计 提供 了 一 
个 自由 度 。 按 照 系统 性 能 设计 的 要 求 选择 O(s) E€ Rr. ,就 可 在 保证 闭环 系统 内 稳定 的 前 提 
下 , 清 足 所 提出 的 性 能 要 求 。 


3.2.4. 开 。 性 能 设计 


考虑 图 3.1,2 所 示 SISO 单位 反馈 系统 。 从 参考 输入 到 跟踪 误差 。( 图 中 为 *1) 的 传 函 为 


1 
S= TT PC 


称 为 灵敏 度 函 数 。 对 于 某 种 参考 输入 信号 rLADIRADIB ERES URGE e KEDE e MRE o - 范 
数 的 定义 可 用 如 下 性 能 指标 表示 

Islas << 
上 式 可 变换 为 

|l wSl.«t (3.2.1) 


其 中 vl RARER 为 使 设计 上 县 有 灵活 性 ,一 般 常 取 权 函 数 W It ARR iX WOD, 
且 假 定 W(s) 是 稳定 和 严格 正则 的 , 即 Ws) RH,。 

【问题 3.2.1】 给 定 P 入 ,设计 一 个 正则 的 控制 器 C, 使 闭环 系统 内 稳定 ,同时 使 性 能 
指标 (3.2.1) 成 立 。 

为 保证 所 设计 的 控制 器 是 正则 的 , 常 采用 如 于 方法 。 

考察 传 函 


1 
IO) = Ca + DE 


其 中 天 是 一 正 整 数 ,z 是 一 正 实数 。 该 函数 具有 如 下 特性 :其 对 极 幅 频 曲线 从 0 dB 开始 下 降 
在 转折 频率 w = 1/7 之 前 相对 较 平 ,然后 以 斜率 - 20KdB/dec 下 降 到 - 中 。 因 此 , 当 z 较 小 ,从 
低频 开始 ,在 相当 -~ 段 频率 范围 内 ,J(jw)~1。 可见, 如 果 设 计 出 的 控制 器 C 是 非 正则 的 , 则 
TERRA J, KRMAR EE CJ 为 正则 。 

1 引 理 3.2.1】 如 果 C 是 稳定 和 严格 正则 的 , 即 CE RH, EA imi CO- J) i e 05 


. 65 。 


(3.2.2) 


该 引 理 的 证 明 可 参见 文献 [16]。 下 面 利用 引 理 3.2.1 求解 问题 3. 2.1。 做 P 的 互 质 分 
解 :寻找 RE 中 4 个 函数 满足 方程 
P=AW-L NMNM+IN=L 
将 卫 和 C=(Y+ MO - MO) 代 人 性 能 指标 (3.2.1) 中 ,得 


i wuxa-x'wol.«1 (3.2.3) 
令 J2 RE-1NQ@, 则 上 式 成 为 
E muxa - Dl. «1 (3.2.4) 
根据 引 理 3.2.1, 总 可 选择 适当 小 的 正 数 r, 使 得 式 (3.2.4) 成 立 。 最 后 ,由 了 的 表达 式 解 出 
Q= N-1XJ, 将 其 代入 C 中 , 即 可 求 得 问题 3.2.1 的 解 。/ 中 另 -一 参数 上 可 取 为 等 于 P 的 相对 
阶 次 ,从 面 保证 Q (Bini C) 为 正则 的 。 中 +、 的 具体 选取 可 参见 下 面 的 例题 。 以 上 讨论 中 ， 
我 们 假定 了 P :是 稳定 的 ,这 保证 了 QC RH。。 
顺便 指出 ,如 果 在 式 (3.2.3) 中 令 T, = WAY, T, = WMN, 则 有 
l;- nol. <1 
-MORE QE RI. ,使 得 下 式 成 立 
In0-ngl. 
WREEK BERE PE RC IRL BR, EREB, Ha 最 优 性 能 设计 问题 可 以 转化 为 模型 匹配 问题 。 当 
T, Ta 3) 29 58 PERT .模型 匹 孔 问题 的 求解 就 是 频 域 H. 控制 理论 所 讨论 的 内 容 。 该 问题 的 求 
解 要 用 到 算 子 理论 .矩阵 分 解 理 论 等 知识 。 有 兴趣 的 读者 可 和 参阅 文献 [TI 。 
最 后 ,通过 例题 说 明 问题 3.2.1 OR EZ, 
【 例 3.2.1] 给 定 不 稳定 对 象 和 权 丽 数 


1 100 
P(s) sgip rO nu 
ARRORA AED E E AEE TI f td B PO HC, e E kr OL IR ER RM 


Sep! Ë RE. Pi P HERDE 


FUN: DNE 2 32) 
NT DM T Cy 
s-l ea sT 
YO) s2 X= TT 


Sep2 JR Ka EF 的 相对 阶 次 }。 


Stp3 X cff 
100(s -2Y (s +7) [- za] 
CES (rs+1) 
的 - 范 数 <1。 逐渐 减 小 = 求 得 的 范 数 如 下 
r 10^! 107? 107? 107* 
co - 范 数 199.7 19.97 1.997 0.1997 
因此 取 r= 1075, 
Step 4 


- 66^ 


GAAT) 
Q()= 0 DD 
Step 5 将 8(s) 代 入 C=(Y+ MO)AX~ NO) 
ER a 
sls 4 7)(10755 4 2) 


€ RH. 


CCs) z 10* 


3.2.2. 性 能 设计 


仍然 考虑 图 3.1.2 所 示 SISO 单位 反馈 系统 。 从 干扰 信号 d 到 输出 信号 y 的 闭环 传 函 为 P5。 

【问题 3.2.2] 给 定 对 象 P 和 权 四 ,设计 -个 正则 的 控制 器 C ,使 闭环 系统 内 稳定 , 旦 全 
性 能 指标 

min || WPS |; (3.2.5) 

成 立 。 

根据 2- 范 数 的 定义 , 若 a (0) RU (O05 2 - 范 数 就 等 于 ‖ PS 上。 因此 ,问题 
3,2.2 为 一 种 于 扰 璇 制 问题 。 为 求解 问题 3.2.2 ,我 们 需要 如 下 - m. 

DES 3.2.1] (238 E88). RAH。 中 的 传 落 如 果 在 虚 轴 .上 的 所 有 点 的 幅 值 都 等 于 1, 则 称 它 
是 全 通 的 。 

可 以 证 明 ,全 通 传 函 满足 关于 虚 轴 的 零 极 点 对 称 关系 , 并 且 这 样 的 传 函 是 稳定 的 。 内 上 比 ， 
AR (ER JEE k 


1 Be sa >0 
m" 
的 因子 乘积 形式 。 
【定义 3.2.2j( 最 小 相位 传 函 ) — RH LPS IER CR SUAE PUE Re ; >0, 则 称 它 是 最 小 大 
位 的 。 
由 定义 ,最 小 相位 传 通 是 稳定 的 ,县 它 的 逆 亦 是 稳定 的 ， 
[53 3.2.2]. 对 于 RH- 中 的 每 一 个 传 6, 总 存在 一 个 全 通 传 琐 Co 和 一 个 最 小 相位 传 
了 Cu ,使 得 6 = GuGw。 这 两 个 因 式 除 符号 外 是 难 一 确定 的 ， 
该 引 理 的 证 明 可 参见 文献 [16] 。 
正如 1.2 节 所 带 出 的 那样 , RL, 中 的 每 一 个 函数 z 都 能 惟 -- 地 表示 成 
E = Bu + Eno Bu € RH, ga € RHš 
详 见 例 1.2.1。 在 这 样 的 设置 下 ,如 下 Pythagoras 定理 成 立 。 
{ 引 理 3.2.3】 如 果 g, © RH,,z. C RHE ,那么 
laut gali la lis Egal? 
DEM] 
Wes + gad = Bd) Gio) + galo) da s gatis Ngali- 
me[ et as Gas] 


只 须 证 明 最 后 -项 积分 等 于 0。 为 此 ,将 它 变 成 回路 积分 .此 回路 为 包括 虚 轴 在 内 , 且 包 围 左 
半 平 面 的 无 穷 大 半径 的 半 贺 ,于 是 有 


1 [ry 1 
+f ga o gu (jode = ij Bal seu C ds 


-6)- 


由 引 理 中 已 知 条 件 可 知 ,被 积 函数 eu C - s) gn(s) 在 左 半 平面 解析 ,由 Cauchy EE, EKEN 
等 于 0。 证 毕 
下 面 求解 问题 3.2.2。 将 P 的 互 质 分 解 和 C 的 参数 化 公式 代 人 性 能 指标 (3.2.5) 中 ,得 
min | wax - vN*9l; 
可 见 ,这 是 一 种 2 - 范 数 模型 匹配 问题 。 
假定 W€ RH. ,根据 引 理 3.2.2 ,分解 U = WN? 为 = UU. EP U ERN LRA A 
位 四 值 , Usp 具 有 稳定 的 逆 ( 以 便 回 代 去 解 0)。 再 假定 W REP 元 零点 在 点 轴 上 。 对 RH. TH 
一 固定 的 Q, 有 
| wvx- WN2Q da= i WNA- U,U,Q |= W U(ULFNX- UQ) l2 
| US'WNX ~ U,,Q ld = || CUZ 'WNXD, + (US WNX), - Un l = 
| CUZ WNA) [i+ (CD -TO 
其 中 ,最 后 一 个 等 式 利用 了 引 理 3.2.3。 于 是 ,惟一 最 优 但 一 般 非 正则 的 Q 为 
Q= UJ QULWNX), = OWN) ZI LCWN) Z'WNX), 
Q UE P BREL DU 9] — IE RBS KRI @, 正 如 上 小 节 所 做 的 那样 。 
[83.2.2] 设 


Peg 


s "e Gill 


要 求 在 单位 阶 夏 扰动 下 对 象 输出 y 的 2- 范 数 最 小 。 
由 于 P(:) 是 稳定 的 ,参数 化 控制 疾 应 取 为 
€ = Q/1- PQ), Q € RH. (3.2.6) 
W(s) 有 一 原点 处 的 极点 , 需 对 以 上 和 导出 的 结果 作 些 修改 。 将 式 (3.2.6) 代 入 性 能 指标 式 
《3.2.5), 有 
WPS = WP(L- PQ) (3.2. 
PA PEREAT 2- 范 数 ,必须 确保 (1 - PO) 有 一 零点 在 * = 0, 以 消去 PHRA. BU 


@(0)==— P =2, WE Q(0) -2 的 所 有 稳定 的 Q 的 集合 是 
Q(s)=2+ sQ.(s), Q, 稳定 
代入 式 (3.2.7) ,得 


WPS = T ~ UQ, 
这 里 
l- 3 
(WO PO - 20] = G2 
ds 
UG) e PG) ys 
于 是 ,最 优 的 QUOS 


cp C? e se 2Y [65 C 1CL- 3)(5 3) 334283 425-1 
QG Vm UT), G1) 1 acsi, "m 


显然 ,最 优 的 Q. 是 非 正 则 的 。 为 了 得 到 一 正则 的 Q, Q, 应 当 是 严格 正则 的 ,所 以 设 


3 r PS 
AGE st 2s" 25 -l 


Gs 1G e 1» 


68^ 


于 是 


当 r 一 0, 这 一 Q 可 获得 | WPS | 的 最 优 性 。 将 0(*) 代 人 式 (3.2.6) ,可 求 得 最 优 控 制 器 。 
3.2.3 泪 近 性 能 设计 


考虑 图 3.1.2 所 示 MIMO 单位 反馈 系统 。 设 对 象 传递 德 阵 POCO € nmn iilis C( yC 
Hr* wm 本 wx 表示 由 xm 维 正 则 实 有 理 矩 阵 。 参 考 输 人 信号 RG)-ds Hp d 是 任意 mx1 
EEEREN 六 共 是 各 分 量 幅 值 不 而 的 阶 跃 函数 。 

DH r Se 的 误差 传递 答 阵 为 Ge(s)。 芳 反 候 系统 内 稳定 ,应 用 拉 氏 变换 终 值 定理 ,有 

lim e£) = lim[r(:) -DO] = lim eG (SOR) = lim iG G0di = G.(0)d 
3.2.8) 

【定义 3.2.3]( 浙 近 跟 踪 ) 若 式 (3.2.8) 中 的 6, (0) = 0, 则 称 反馈 系统 实现 了 对 R GO) 
渐 近 跟踪 。 

由 图 3.1.2, 利 用 定理 3.1.4, 我 们 有 

G,(s)=[I,+ PG)CGO) 2 L4, + MINY + MQ)XX- NQ)? 171 = 
UM MOX - NOX- NQ) + MONCY + MOX - NO) = 
(X - NOUMA + NY + (ÑM ~ MN)] M = (x - NQ)M (3.2.9) 
出 定义 式 3.2.3 O55 (3.2.9) ,为 实现 渐 近 跟踪 ,我 们 得 到 关于 参数 Q 的 播 值 约 束 矩 阵 方 
E 
N(0)Q(0) = x(o) (3.2.10) 
其 中 NC0) 为 m x n PERDRE, X (0028 m x m HEXEEDEEE, OOH n x m EROH BEE, 
若 记 
X0)-2[X,0),X400,7, X400] ist a 
Q,(0 = [Qu (0), Qul), 9,00] ¿sl m 
则 式 (3.2.10) 的 矩阵 方程 等 价 于 m 个 线性 代数 方程 组 
N(0)0,(0) = xc) Pbzdum (3.2.10) 
【 引 理 3.2.4】 如 果 对 所 有 i= 1,2, mi 
Tank[ NC), = rank[ N(0) X,(0)] 
则 存在 满足 式 (3.2.10) 描 值 约束 的 Q(s)€ RH. 

【证 明 】 9 @(s) = X(s + 1) 其 中 于 为 mxm 维 待定 常 值 矩阵 ,这 保证 了 Qc 
RH.,HU Q(0)= X, PÆ Q(:)= Q(0)(s e 17! 如 果 引 理 中 的 秩 条件 成 立 , 则 m 个 线性 
代数 方程 组 (3.2.11) 有 解 . 即 矩 阵 方程 (3.2.10} 有 解 &(0)。 故 参数 矩阵 QU = X(s+ D^! 
= Q)G + 1D)-! 满 足 式 (3.2.10) 的 插值 约束 ,及 0(5)€ RH eo 证 此 

【定理 3.2.1】 对 于 图 3.1.2 所 示 反 馈 系统 ,如果 由 引 理 3.2.4 RT DURCH B OR PIE QU) 
€ RH, , 则 利用 定理 3.1.4 给 出 的 控制 器 参数 化 公式 

C = (Y+ MOX - NQ) `` (3.2.12) 
可 使 得 反馈 系统 内 稳定 生 实 现 渐 近 跟踪 。 
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DER] 内 稳定 性 是 显然 的 。 
EBRR @(s) 按 引 理 3.2.4 给 出 的 方法 进行 选择 , 则 由 式 (3.2.8) 和 式 (3.2.9), 有 
lime(1) = Ge(0)d= [ X(0) + N(0) Q0 191 (0)d =0 
即 反馈 系统 实现 了 渐 近 眼 踪 。 dS 


jk 由 式 (3.2.12} 可 知 ,关于 参数 QOO BERE ZR IB PEE 82 (3.2. 10) ,实际 上 是 将 向 量 
值 阶 厂 输入 RC) = ds ~! 的 不 稳定 极点 (=0) 引 入 控制 器 中 , 即 熟 知 的 内 模 原 理 。 
[83.2.3] 上 接 例 3.1.1。 令 s=0, 得 
55 -1 1 
xo-[ | MILCH 4 N 


矩阵 方程 (3.2.10) , 因 detN(0) = -4x0, 有 解 


1 
-+ 0 
[nom n | 
qi 
所 以 
1 
iw 
90-7 $ € RH. 
ES 
最 后 , 求 得 控制 器 
1 [En Ce 
C= Ore MOO- Ng) = zil o a] 
a Cn 
其 中 


C, 2 255 +2055 + T9st + 171 +2095? + 133s + 34 
Cu = Ts + 81s° +3475" + 802? + 1 0965? + 8805 + 290 
Ca 2 85 +107s + 534 + 1 42452 + 3 242 5 + 969s + 656 
Ca = $$ — 1755 - 20755 — 5715 ~ 66452 — 1805 - 472 
Co = 1235 € 415) - 245* - 4045? 1 06252 — 1 237; ~ 478 
我 们 看 到 , C 的 每 一 元 标 均 含有 项 二 , 即 实现 了 对 价 有 参数 信号 ( 杭 入) KARER 故 
所 设计 的 控制 器 可 完成 对 向 量 值 价 路 参考 信号 的 的 渐 近 跟踪 。 


3.2.4 ”极点 配置 
仍然 考虑 图 3.1.2 所 示 MIMO 单位 反馈 系统 。 从 参考 信号 r 到 输出 信号 y 的 闭环 传递 矩 
隆 为 
G,(s)= P(I+CP)-!C= NM-'[I + (X-0 Ý @ DNM 1 (XQ) (T+ 
Qib- NE- Q) M (Y, Q Ý+ gab N(Y + Q A) 
BEDE Q( s) 003R2S SE 8132339 Q = [ Ao, Bo, Co, Do] ,由 式 (3.1.2) 和 线性 系统 运 
算 规 则 ( 见 附录 ). 有 
in 


Q M S [Ag. Bo. Co. Do]L Ag HC 12 =[[ IB [pc Col, bo] 


BoC Nr 


Yrgo- lan, ro) + [| 27 ]4 [pvc Col, De] = 


me alla 


[L5 °], [5 d [e+poc Col, Do] 


BoC Ag 
NË QR) - LA B, crpl[[ aio A [s rime cam- 
"Án 9 o1rH 
| BoC Ag js Jis nee oim]. 
B(F+DoC) BC, Ard L BD; 
(A, B, C, b] (3.2.13) 
于 是 Gr 的 状态 空间 实现 的 4 REPOS. 
Ap 0 9 
zl B.C A 0 (3.2.14) 
B(F+ DoC) BC, Ar 


【定理 3.2.2】 dt P 的 状态 空间 实现 [4,8,C,Dji 能 稳定 .能 检测 ,参数 化 控制 器 如 式 
(3.1.5)。 若 闭环 传递 矩阵 (3.2.13) 为 一 最 小 实现 , 则 图 3.1.2 所 示 的 MIMO 单位 反馈 系统 是 
内 稳定 的 且 稳 定 , 极 点 可 以 任意 配置 。 

GEM] 内 稳定 性 是 参数 化 控制 器 的 直接 结果 。 

下 面 证 明 闭 环 稳定 极点 可 以 任意 配置 。 事 实 上 ,由 式 (3.2.14) 给 出 的 矩阵 À 的 结构 ,我 
们 有 

ALA] = 4[4n]4[4eoj4L4r] (3.2.15) 
其 中 A[4] 表 示 A 的 特征 多 项 式 。 由 定理 中 条 件 (4 ,8) 能 稳定 ,(C .4) 能 检测 ,可 选择 F. 
互 ,使 AL As 特征 值 具有 任意 负 实 部 ,再 选择 参数 矩阵 QC RH, ,使 Aç 的 特征 值 具 有 任意 负 
实 部 。 又 G,,(s) 的 状态 空间 实现 (3.2.13) 为 一 最 小 实现 , 故 有 
dim A = deg G, (s) 
其 中 dim 和 deg 分 别 代表 维 数 和 次 数 ,因此 ,闭环 传递 矩阵 G,,(;) 的 稳定 极点 可 以 任意 配置 。 
证 些 
Ë 车 Gr(5) 的 状态 空间 实现 (3.2.13) 为 非 最 小 实现 (不 能 控 和 或 不 能 观 ), 则 有 
deg G, (5) < dim À 
即 存在 传递 函数 (矩阵 ) 的 零 极点 对 消 。 
【 例 3.2.4】 设 


s= 1 


BOEI 
P 的 一 个 最 小 实现 为 P(s)= [4,8,C,D], 其 中 


0 1 0 F 
a 
0 2 1 


ups 


选择 F.H S Ar As 的 特征 值 分 别 为 [ - 1, - 2] 和 [ - 1, - 3]( 可 根据 要 求 配置 ), 则 可 得 
-9 0 1 9 -81 
F=[-2,-3 a= | def IBS 


2 -3 15 En 
依 公式 (3.1.2), 可 得 
22s 


M - [As H,C.I]= 


za N S443 
Y- Las, H.F 012 HÀ [Ass - Bn, Fr] = 5512258 
2) TR pt 4s+3 
N=[Ar,B, cr,D]- uiri 
选择 
1 1 2532 
eorum Tr Aasra 
则 QUOC RH. ,其 极点 为 { -+j -1- 间 ( 可 根据 要 求 配置 ), 于 是 


955! + B35? ~ 82 - 1825 + 12 
(3 «3s €2) (3 € 2s 2) (5 e 45 3) 
Cr(s) 的 分 子 、 分 母 互 质 , 故 式 (3.2.13) 得 出 的 状态 空间 实现 必 为 最 小 实现 。 最 后 , 按 式 
《3,1.15) 求 得 控制 器 为 


GG) NO Q M)= 


Cla) - — 952 + Ug + 170s 12 
sie Ila? - 363° - 98s — 118 


3.3 镇 定 与 同时 镇 定 


镇 定 问题 是 控制 系统 设计 (综合 ) 的 一 个 最 基本 的 问题 。 工 程 实际 中 ,所 设计 的 控制 器 首 
先 要 使 闭环 系统 是 内 稳定 的 (镇 定 ) ,然后 再 来 考虑 使 其 满足 一 定 的 系统 性 能 。 同 时 镇 定 问题 
在 控制 系统 可 靠 性 设计 方面 具有 重要 的 应 用 价值 。 在 元 器 件 失 效 的 情况 下 ,所 设计 的 控制 器 
仍 能 使 闭环 系统 保持 内 稳定 ,无疑 在 某 些 危险 控制 场合 是 必须 的 。 


3.3.1 fix 


考虑 图 3.1.2 所 示 单 位 反馈 系统 。 

【定义 3.3.1] {镇定 ) ”给 定 被 控 对 象 P, 设 计 一 控制 器 C, 使 闭环 系统 达到 内 稳定 的 过 
程 , 称 为 镇 定 。 相 应 的 控制 大 c 称 为 镇 定 控制 器 。 

3.1 节 介绍 的 Youla 的 内 稳定 控制 器 参数 化 公式 ,就 是 一 种 镇 定 控制 锋 。 因 为 只 要 参数 0 
€ RH, ,闭环 系统 就 是 内 稳定 的 。 当 然 ,该 参数 化 公式 除了 能 使 用 环 达 内 移 定 之 外 ,我 们 还 可 
以 通过 选择 自由 参数 QC RE。 来 进行 系统 的 各 种 性 能 设计 IE 103.2 所 做 的 那样 。 

【定义 3.3.2】( 强 镇 定 ) 如果 镇 定 榨 制 器 本 身 是 稳定 的 , 则 相应 的 镇 定 过 程 称 为 强 镇 定 。 

研究 强 镇 定 是 出 于 如 下 考虑 ;一 方面 ,如 果 对 象 本 身 是 稳定 的 ,由 于 某 种 故 感 ,使 得 反馈 环 
开路 ,此 时 如 果 控 制 器 也 是 稳定 的 ,那么 系统 整体 的 稳定 性 就 能 维持 ; 另 一 方面 ,知道 系统 是 否 
可 强 镇 定 ,有 利于 解决 下 面 将 要 讨论 的 同时 镇 定 问题 。 

先 看 一 个 不 可 强 镇 定 的 例子 。 

【 例 3.3.1】 设 

-n 


P(s) = 


s: 2) 
u s s C 都 是 不 稳定 的 。 做 P 的 互 质 分 解 
(:-2) 14. -9 
NG) = ripe Mo s CS vto S ES a) i 


由 定理 3.1.4, 所 有 镇 定 控制 器 可 表示 为 
C=(Y+MQ)/{X ~ NQ), QE RH. 
因为 
N(Y+ MQ)+ M(X- NQ)=1 
所 以 (了 + MQYRCX - NO) EE ERM bk oH 3E |H 08 SF RYE Re s>0。 因 此 ,为 证 明 所 有 这 样 的 
C 都 是 不 稳定 的 ,只 须 证 明 对 每 一 个 Q€ RH., (X WO) 总 有 一 零点 在 Re s>0, SEAT 
AN(D=0Y(m)=0 
因此 ,对 每 一 个 QE RR. ,有 
(X- NO)(1) = X()= -4,(X~ NQ)(%)= X(@%)=1 

右 近 的 两 个 值 有 相反 的 符号 。 于 是 当 sW ELMED, IN (X - MO) 要 改变 符号 。 由 连续 
性 可 知 , 它 必 在 某 一 点 上 等 于 0。 邑 (X - AQ ) 在 正 实 轴 上 有 实 零 点 。 

下 面 的 定理 指出 ,为 了 使 了 为 可 强 镇 定 的 ,P 的 零点 和 极点 分 布 必须 满足 一 定 的 条 件 , 称 
之 为 均衡 交错 性 (Parity Interlacing Property, R ic Jy FIP) 条 件 Q6l'[21。 

【定理 3.3.1] PP 是 可 强 镇 定 的 , 当 且 仅 当 在 每 一 对 Re s>0 的 实 符 点 (包括 % 点 ) 中 间 有 
侦 数 个 实 极点 。 

上 例 中 ,零点 为 * = 1, % ,中 间 有 一 个 极点 *=2。 因 此 ,这 个 对 象 P 不 可 强 镇 定 。 

【 例 3.3.2】 设 
(s-122(- s+1) 

(s=22( + 132 

正 实 轴 上 的 零点 为 ;=1, % 。 重 等 点 = 1 中 间 不 可 能 包含 极点 。 在 s= l 和 s= x Z 4 
个 实 极点 ;=2。 因 此 P 是 可 强 镇 定 的 。 

【定理 3.3.1 的 证 朋 】 必要 性 。 证 明 与 例 3.3.1 类 似 。 反 证 。 假 定 零 极点 关系 不 成 立 ， 
往 证 每 一 个 镇 定 控制 器 本 身 都 是 不 稳定 的 。 设 P 的 互 质 分 解 为 

P=N/M,XM >+ FN=1 


P(s)= 


以 及 某 个 可 镇 定 的 控制 器 


只 需 证 明 (下 ~- NO) 有 零点 在 Re 52:0, 

出 假定 ,N 有 一 对 实 零点 在 Re s>0, 比 如 说 在 ;=o1,0;, 但 用 有 奇数 个 零点 在 它们 之 辣 。 
于 是 MC) (os) 有 相反 的 符号 。 又 因为 在 N 的 右 半 平 面 零点 处 , AM = 1, 所 以 XCo 0 
(a2) 也 有 相反 的 符号 。 故 函数 X- NQ 有 实 零点 在 := ol 和 ;= a, B. 

充分 性 。 为 证 充分 性 , 先 看 下 面 的 例子 、 

[93.3.3] 设 
sl 
Pls) Sers): 

P 的 两 个 零点 ;=1, ~“ 之 间 有 商 个 极点 = 2, M P 是 可 强 镇 定 的 。 为 了 得 到 一 个 各 镇 定 控 制 
Ín. 


器 C ,应 当 找到 一 个 QE RH, ,使 得 U = X- NQ 的 逆 属 于 RH。。 这 等 优 于 寻找 一 个 么 模 阵 
U0, 在 入 的 2 个 零点 s=1,% 处 ,U0 =。 对 于 此 例 的 PUR 
(s| = 2)2 


YE 


1 
weis Grp M ORG 
BR 
X() 2 zl ea XCGO) Srl 21 
M) Mæ) 
因此 ,问题 就 简化 成 构造 一 个 么 模 阵 U E 
U(I)=4.U(@)=1 


此 问题 可 以 分 两 步 来 解 。 首 先 找 一 个 和 名模 阵 UË V1(1) = 4。 最 简单 的 选择 是 常数 ， 
Us) =4。 其 次 ,寻找 形 如 


U- Q* aF)'U, 

的 以。 其 中 a 是 一 常数 ,1 是 一 整数 , FE RH, RUE UO) = UO) ,应 使 FO) = 0, 本 例 取 
Fs)= inl 

ME U( o ) 2 1 SIUE CE a) 4 = 1,BB 
az d-a Q.3.0 


为 使 UTERE, REI | aF | o< Elai < 本 有 -=1)。 因 此 ,为 得 到 合适 的 1 和 a, 我 
们 首先 渤 一 个 足够 大 的 1 使 得 


l-le 


然后 从 式 (3.3.1) 得 到 。, 例 如 1= 1,e= -Fo FER 


oa bass 
RUR, UM, N 惟一 地 确定 C 
UsX-NQ -0=2 Ss DS. 


此 例 可 得 C(s) 227/06 + 7)。 注 意 ,实际 上 我 们 并 不 需要 构造 x、Y。 

土 述 例子 ,给 出 了 定理 3.3.1 充分 性 证 明 的 基本 思路 。 一 般 的 证 明 步 又 较 复杂 , 故 做 一 个 
简化 的 假设 , 即 尸 的 不 稳定 的 极点 和 零点 (包括 “等 点 ) 都 是 实 的 和 不 相同 的 (当然 ,如 果 没 有 
此 假设 ,定理 3.3.1 DR E o 

Pm: 

Step0 M PERIE P= N/M, 将 N 的 非 鱼 实 等 点 排列 成 

[IPLE 

X n-VMG. iS 13, mo AIOS nssr 全 部 具有 相同 的 符号 时 ,已 是 可 强 
镇 定 的 。 如 果 此 条 件 满足 , 转 下 步 。 

Step 1 设 U(s)= ryo 

继续 。 假 定 已 构造 出 么 模 阵 U, 满足 

Uta) = ti- hk 
T 


Sep k+i 选 F€ RH。, 且 有 零点 在 s =ol,…,0,。 选择 1 之 1 和 a, 使 得 
Uo aF (or) U Gi) = rt lol <I FH, 


令 Ursa {1+ aF)'U, 
继续 到 Step mo 
Sep m+1 Ë U= U, ŽC =C- MU)/Z(NU)S 证 些 
以 上 仅 就 单 变量 系统 证 明了 定理 3.3.1。 对 于 多 变 最 系统, 相应 的 结果 兄 文献 [22] 。 
3.3.2 AMAF 
考虑 图 3.1.2 所 未 的 MIMO 单位 反馈 系统 ,同时 镇 定 问题 就 是 用 一 个 控制 器 来 镇 定 多 个 
对 象 。 


【定义 3.3.3]( 同 时 镇 定 ) 给 定 对 象 P.L P.L .已 ,如 果 能 用 同一 个 控制 器 C 使 闭环 达 
到 内 稳定 , 则 称 这 L+ 1 个 对 象 是 可 同时 镇 定 的 ,相应 的 控制 器 C 称 为 同时 镇 定 控制 器 。 
同时 镇 定 的 工程 背景 是 明显 的 。 首 先 ,考虑 系统 的 可 靠 镇 定向 题 、 今 Po 代表 标 称 对 象 
传 画 ,局 ，…: 瑟 为 各 种 故障 状态 下 的 对 象 传 通 。 其 次 ,在 非 线性 系统 跟踪 问题 中 ,在 不 同 工 作 
点 处 ,对 其 做 小 范围 线性 化 ,得 到 不 同 的 传 函 。 再 有 ,飞行 器 在 不 同 高 度 和 飞行 速度 下 ,其 数学 
模型 是 不 同 的 。 以 上 各 种 情况 下 ,如 何 设计 一 个 控制 器 使 得 闭环 系统 在 不 同 的 对 象 模型 下 均 
保持 内 稳定 具有 很 大 实际 意义 。 
同时 镇 定向 题 于 1982 年 由 Saeks 和 Muray 首先 提出 [29] 。Vidyasagar 等 在 这 方面 进行 了 
研究 ,并 取得 了 一 些 成 果 , 见 文献 [30] ~ 136] 及 其 参考 文献 。 
下 面 的 定理 揭示 出 两 个 对 象 的 同时 镇 定 癌 题 可 以 转化 为 一 个 辅助 对 象 的 强 镇 定 问题 。 为 
证 明 该 定理 ,我 们 需要 如 下 引 理 。 
[313.2 1] 设 严 是 严格 正则 的 ,其 右 互 质 分 解 为 
P= NAM 1,XM + YN = I! 
DON 是 严格 正则 的 。(2)det M( œ) “0,det X Ce ) x0( 即 det M 和 det 定 具 有 相对 阶 次 
F) 
考虑 两 个 严格 正则 的 对 象 Po、P, ,它们 的 双 互 质 分 解 由 定理 3.1.1 给 定 。 我 们 有 如 下 定 
理 。 
【定理 3.3.2】 定义 
Ai = KM + FN. B, =- MM, + M.N, (3.3.2) 
Aj dei A 0. H A B 是 右 互 质 的 。 进 而 ,存在 控制 器 C 同时 镇 定 Po、Pi, 当 且 仪 当 存在 RE 
RH. MEORE) P= BAT 


【证 明 】 首先 ,根据 引 理 3.3.1 可 知 A C) S XC 2 M (w) CIE N, (92 20). B 
det A C) OCB] det M (œ) «0 F det Xal o) 40) ELE Ap 有 定义 。 其 次 ,由 于 


A. Xv Yo rM, 
[sp 3 | (33.35 
由 式 (3.1.4) 可 验证 A B, 是 右 互 质 的 。 
-75 


根据 定理 3.1.4, 存 在 控制 大 C 同时 镇 定 Po、P1, 当 且 仅 当 存在 Qo, CiE RH. ,使 得 

(X - ON CY 和) = (X, - QN), + Q O) (3.3.4) 

注意 到 ,XX - QoNo 5 Yo QuMS 是 左 互 质 的 ,着 - Q N 与 Y. + QA 是 左 互 质 的 。 因 此 ， 
EXREEWASEEIELITIUTI RENTA 

X, - QI, = UR - QNO (3.3.52) 

+ Qoo = UC, + QUO (3.3.5b) 

这 样 , 我 们 已 经 证 明 Po, P, 是 可 同时 镇 定 的 , 当 且 仅 当 存在 稳定 的 Qu O, MARR UV, 使 得 


式 (3.3.5) 成 立 。 下 面 证 明 上 述 条 件 成 立 , 当 且 仅 当 存在 RE RH. ,使 得 4 + RB. 是 女 模 阵 。 
为 此 ,将 式 (3.3.5) 的 两 个 方程 改写 为 


ue] ^ h.v e] i s (3.3.6) 


而 由 式 (3.1.4), 可 得 
Fu xq 

x, 
(3.3.7) 
L-N, M 


Risk (3.3. 7)38854 3.3. 6) BJ ES, 18381 


Ur QJ = UU Qd (3.3.8) 


A D 
[1 ed? o] vir es (3.3.9) 
1 


其 中 D E 是 自明 的 。 接 下 来 是 证 明 存 在 稳定 的 00: WARRE U 满足 式 (3.3.9) , 当 且 仅 
当 存在 稳定 的 有 ,使 得 4 + RB E A EBE, 

充分 性 。 选 择 焰 定 的 及 ,使得 A, + RB, 是 么 模 阵 , 令 @ = R.U = A, + RB, Rl Q, = 
了 (Di + RE) , 即 得 式 (3.3.9)。 

必要 性 。 选 择 Qo、Q1 和 ,使 得 式 (3.3.9) 成 立 , 令 R= Do, 则 A, + RB, = UV 是 么 模 隆 。 

最 后 ,根据 推论 3.1.1, RE RE。 ,镇 定 P= BAD HERM 41+ RB 是 么 模 阵 。 证 音 

注 1 定理 3.3.2 在 两 对 象 Po、Pi 是 严格 正则 的 假设 下 ,给 出 了 PoP 可 同时 镇 定 的 充 
分 必要 条 件 。 一 般 情况 下 ( Pu、P; 是 正则 的 ) 的 结果 是 相同 的 ,只 是 某 些 表达 式 要 复杂 一 些 。 
详 见 文献 [30]。 

ii 当 Po 是 稳定 的 .可 以 取 Nos Ño = Po, Mo = I, Nf, 1 Yo 0, Yo 20, Xo - 1, X= 
ls TE BAL S Pl- Pac 

[8/3.3.3] 设 


A 1 a+b 
P) = a cp 


其 中 a Mo 是 实 常 数 且 az#1。 因 为 Po 是 稳定 的 ,我 们 有 
-36- 


et 和 
PBAr =P,- Pam (s+1)Cs-1) 


其 零点 在 
14b 


NT 
一 个 不 稳定 的 极点 在 S -1. BE, P 是 可 强 镇 定 的 ,或 说 Po 和 P, 是 可 同时 镇 定 的 , 当 且 仅 当 
P 的 零点 (1+ 7 (1 a) 是 负 的 或 位 于 s=1 之 右 , 即 


1eb 14b 
Ioas + Bh. qp 


定理 3.3.2 指出 ,如 果 两 个 对 象 满足 定理 3.3.1 的 PIP 条 件 , 则 可 将 两 对 象 的 同时 镇 定 问 
题 转 化 为 一 个 辅助 对 象 的 强 镇 定 问题 。 可 以 看 出 ,即使 对 于 简单 的 两 对 象 系 统 的 同时 镇 定 加 
题 ,其 解 也 不 一 定 总 是 存在 的 。 一 般 情 况 下 的 多 个 对 象 的 同时 镇 定 问题 月 前 仍 没有 较 好 地 解 
决 。 下 面 的 定理 仪 给 出 一 个 理论 上 的 结果 。 

【定理 3.3.3】 给 定 严 格 正则 对 象 Py, Pioo Pro ÆR 

A;= M+YN ,B= - NoM:+ MoN; i=1,2,.,1 

则 det Aj; 0, V i, E B, Ai, Yi 是 右 互 质 的 。 进 而 ,存在 一 个 控制 器 C 镇 定 Pi,(i=0,1,…， 
站 , 当 且 仪 当 存 在 一 个 RE RELAX BA; G21,2, 5.0. 

DEM) 污 者 可 自行 验证 dea A0 Yi, 和 Bi,A4;, VY i, 是 右 互 质 的。 首先 ,存在 一 个 控 
制 器 C 镇 定 PCi=0,1,…, 了 站, 当 且 仅 当 存 在 Qoro QE RH ,使 得 

(X,- Qo No) (K+ QUE) = (X, - G8 (Ye GR) 2 (3.3.10) 
其 次 , 式 (3.3.10) 上 成立 , 当 且 仅 当 存在 么 模 阵 Uo, D, ,使 得 
X,- GÑ, = U,(X, - QD 


$ w 


>i 


A ME ko AN i21,2,7,4 
Yo + QM, = Ui CY; + QM) 
其 余部 分 的 证 明 关 似 于 定理 3.3.2。 证 些 
Ë 定理 3.3.3 将 (1+1) 个 对 象 的 同时 镇 定 问题 简化 为 1 个 对 象 的 强 同时 镇 定 问题 。 


3.4 同时 镇 定 控制 器 参数 化 


本 节 讨论 局 时 镇 定 控制 器 求解 的 参数 化 方法 C1.051 ,其 结果 为 同时 镇 定 控制 器 解 的 集合 
和 参数 所 应 满足 的 一 系列 二 次 方程 约束 条 件 。 我 们 将 看 到 ,控制 器 参数 化 方法 是 求解 同时 镇 
定 问 题 的 一 种 有 效 的 方法 。 

考虑 图 3.1.2 所 示 MIMO 单位 反馈 系统 。 内 稳定 控制 器 由 Youla 参数 化 公式 (3.1.14) 和 和 
式 (3.1.15) 纵 出 。 对 于 此 种 结构 的 控制 系统 的 问 时 镇 定 癌 题 ,被 控 对 象 是 变化 的 ,表示 为 Pos 
P, ,Pi, 相 应 的 镇 定 挖 制 妖 分 别 为 Cu, C,…, Cs 下面 的 定理 给 出 了 基于 Youla 参数 化 的 
同时 镇 定 控制 器 参数 化 结果 。 

[定义 3.4.1】 +1 个 对 象 己 (= 0,1,…,) 的 同时 镇 定 控制 回 解 的 集合 为 

SCC) = {Co(Q0) = (Fo + Moo) (Xo - No Qo) | Qo € AÍ G3.4.0) 


A= {QE RH, ida( X, NoQo) 20, B 
ÀÁ 


3.5 向 时 镇 定 参数 化 控制 器 的 应 用 


我 们 在 3.4 节 得 到 了 同时 镇 定 控制 器 的 参数 化 公式 , 即 定理 3.4.1。 上 类 似 于 Youla 的 参数 
化 公式 ,利用 定理 3.4.1 给 出 的 同时 镇 定 控制 器 参数 化 公式 (3.4.1), 可 对 同时 镇 定 系统 的 各 
种 性 能 进行 设计 。 与 Yoa 参数 化 公式 不 同 的 是 ,利用 同时 镇 定 参数 化 公式 进行 性 能 设计 , 需 
验证 一 个 约束 条 件 , 即 式 (3.4.2) 是 否 成 立 。 


3.5.33 同时 镇 定 万 .性 能 设计 


考虑 图 3.1.2 所 示 SISO 单位 反馈 系统 。 对 同时 镇 定 问题 来 说 ,被 控 对 象 P 是 可 变 的 , 设 
为 Po,P1,…, Pio 我 们 所 要 求解 的 问题 是 : 
【问题 3.5.1】 AE Po PL P WH SSES C ,使 得 闭环 系统 达到 
(1) C 同时 镇 定 Po, Pi Pro 
(2) 对 Pos Pio PLC 使 系统 均 具 有 五 -性 能 。 
DE223.5.11( 8. VERE) Le 1 EXER Pos Piso, PL 的 同时 镇 定 m - 范 数 性 能 指标 为 
max d [ws l at < E (3.5.1) 


1 1 
其 中 灵敏 度 函 数 Se*1TEGOQ r g L 


这 里 取 Po 为 主 对 象 ,Col Ge) 为 式 (3.4.1) 给 出 的 参数 化 主 控制 器 。 
以 下 讨论 中 ,假定 对 象 Pi(i =0,1,… ,让 是 最 小 相位 的 ( 见 定义 3.2.2)。 
首先 ,对 非 同 时 镇 定 间 题 的 性 能 指标 式 (3.2.1) 做 如 下 几何 解释 。 注 意 到 


EARE oL < 1,Vee l VQ) clle Ls) l Yu. (3.5.2) 


最 后 一 个 不 等 式 指 的 是 在 每 一 频率 w 下 . 奈 氏 曲线 i 
zjw) 上 的 点 都 位 于 以 ( - 1,j0) 为 圆心 ,1 Pju) HEB a 
的 圆 外 ,如 图 3.5.1 所 未 。 如 果 取 权 羡 数 W(jo)= W = 
常数 , 则 m 
l gsl. «151 KI «114 £(o)/. V mes Re 
VI <infll+ L(jo)! (3.5.3) o 
而 infll + Lje) |= M - 1 538128 rli e E ROE A5 E 
离 。 众 所 周知 ,如 果 上 是 最 小 相位 的 , 且 L(0) > 0, 则 奈 
氏 曲线 L(jw) 起 始 于 正 实 轴 , 且 如 果 工 是 严格 正则 的 ,最 图 3.5.1 图 永 性 能 指标 
终 将 按 顺 时 针 方向 趋 于 原点 。 根 据 奈 氏 判 据 ,如 果 L 的 幅 角 在 穿越 频率 处 大 于 -BOK L 
不 绕 过 点 ( -1,j0), 则 可 保证 内 稳定 性 (此 即 所 谓 的 小 增益 定理 )。 也 就 是 说 ,如 果 某 对 象 P 对 
应 的 并 环 传 画工 是 最 小 相位 的 ,应 用 Youla 的 内 稳定 参数 化 控制 器 做 如 -性 能 设计 ,等 价 于 选 
择 正 则 的 CERRAR L(jw) 不 绕 过 点 ( - 1,0) , 且 使 式 (3.5.3) 的 最 后 一 个 不 等 式 成 立 。 
间 样 可 对 同时 镇 定性 能 指标 (3.5.1) 做 出 几何 解 灵 。 我 们 有 
Daxi l Wsol ol < le 1 网 1< min inf 1 1 Loo) 1 (3.5.4) 
如 果 1+1 个 对 象 P(i=0,1,…,1) 对 应 的 开 环 传 五 Lo = PiCo(i =0,1,…,1) 是 最 小 相位 的 ， 
B Lo(0) >0, 为 保 让 Co 能 同时 镇 定 P;(i =0,1,…,1) , 奈 氏 曲线 Loli = 0,1,…, 门 均 应 不 绕 
.79 . 
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过 点 ( -1,j0)。 也 就 是 说 ,应 用 同时 镇 定 控制 器 参数 化 公式 做 同时 镇 定 五 。 性 能 设计 ,等 价 于 
选择 正则 的 C ,使 奈 氏 曲线 Lio(jw)(i=0,1,…, 站) 均 不 绕 过 点 ( -1,j0), 自 合式 (3.5.4) 的 最 后 
一 个 不 等 式 成 立 。 这 样 ,我 们 就 可 取 其 开 环 传 函 Lo(i =0,1,… DEBE AC- 1,j0) 有 最 近 臣 离 的 
对 象 作为 主 对 象 ,进行 性 能 设计 ,而 其 余 对 象 白 然 满足 性 能 指标 (3.5.1)。 这 里 关键 问题 是 如 
何 从 +1 个 对 象 Pi=0,1,…,4) 中 确定 其 开 环 传 浅 La (180.1, DER- 1,j0) 有 最 近 
距离 的 对 象 ( 主 对 象 }。 为 此 ,我 们 做 如 下 假设 。 

【假设 3.5.1】 1+ 1 个 对 象 Po, P, Pi 均 是 最 小 相位 的 ,和 且 P.(0) > 0(i =0,1,…,1)。 

【假设 3.5.2】 按 主 对 象 敌 同时 镇 定 控制 疾 参 数 化 而 得 到 的 主 控 制 器 C, 无 Re s>0 平 面 
内 的 极 、 零 点 , 且 至 多 有 一 个 原点 处 的 极点 。 

以 上 两 点 假设 可 保证 开 环 传 函 Lo(i = 0,1,… ,站 起 始 于 正 实 轴 ( 若 C, 有 一 原点 处 的 极 
点 , 则 Lo 起 始 于 负 虚 轴 ), 且 不 围绕 点 ( -1,j0), 相 应 的 闭环 是 稳定 的 (同时 镇 定 )。 

以 上 讨论 是 在 假设 权 函 数 Wj F AK88 303 o 的 条 件 下 进行 的 。 一 般 情况 下 , 常 到 
1W(jw)1 为 下 的 减 函 数 , 即 具有 低 通 滤波 器 的 性 质 ( 如 例 3.2.1 所 取 )。 在 某 一 频段 内 ,可 将 
其 袖 为 常数 。 

能 否 由 对 象 泰 氏 曲线 间 站 互 关系 ,确定 开 环 传 函 间 相互 关系 呢 ? 对 某 一 类 对 象 ,我 们 说 是 
可 以 的 。 先 引 人 下 面 的 定义 。 

[E 3.5.2) G8) 两 最 小 相位 对 象 P. P; 的 奈 氏 曲线 间 如 有 关系 :$, C) cfi C, 
Yw, 如 图 3.5.2 所 示 , 且 当 等 号 成 立时 ,有 | P. 
<i Pi NR P P, 间 具 有 奈 氏 曲线 意义 下 的 
“WORT SOP Pi URA” P, Po 

根据 定义 3.5.2, 车 P, TRA P, 中 , 则 P, P, 
的 奈 氏 曲线 间 有 关系 :infl1 + PE < inf11 + Pil, Bp 
P, EA ( -1,j0) 有 更 近 的 最 短 距离 。 

利用 定义 3.5.2 给 出 的 概念 ,我 们 有 如 下 定 
理 。 


【定理 3.5.1] 冶 时 增加 具有 春 氏 曲线 意义 83.5.2 AR hR TREAN 
TERORA Pi P, 的 零点 或 极点 , P Pi 间 嵌 套 关 系 保持 不 变 。 

DER) 以 增加 零点 为 例 。 设 Pi TRA Pa 中 , 即 fluat lu), Yu BASSR 
时 ,有 1Pil IP PiP, 同时 增加 零点 -= 后 , 变 为 Pl(s+z) 和 Pa(s+z], 相 应 的 相 角 记 
为 和 (oj) 和 $5 (9) BOEK Pa! Pal U alw) = flw) + arctan w/z $a (a) = (o) 
arctan w/z, Pal = [PIV ui ez Pul E IP, zh 

DEIu AZUL WAND D ERORENONUPHIEELIAIT M INE 
1Pal。 即 Py = Pista) TRA Pa= PIG +z) 中 。 

同 悍 可 证 同时 增加 极点 的 情况 。 证 毕 

{推论 3.5.1】 对 具有 素 氏 曲线 意义 下 岂 套 结构 的 两 最 小 相位 对 象 P、P ,同时 串联 满足 
假设 3.5.2 的 控制 器 Co, 则 P, 和 P, ICE OE SURE. 

GEA) 事实 上 ,P 各 Co 串联 ,无 非 是 增加 P 的 零点 和 极点 。 由 定理 3.2.1, 推 论 得 证 。 

证 些 
.80. 


JR48163.5.1.3F T — 2E R ti S RARE F CREARE B AB FEXERR Pos Pun Prs 
其 同时 镇 定 HH 性 能 设计 向 题 归结 为 在 Po Pii, Pi 中 确定 P, = min infl1 + P(w)1( 不 妨 取 
天 =1) ,然后 ,以 P, 为 主 对 象 ,做 控 制 器 参数 化 ,再 做 - 范 数 性 能 上 WS || a < 1 设计。 此 
时 ,自然 有 是 WS; 上。<1(i=1,2,…, 站 ), 即 定义 3.5.1 中 同时 镇 定 万 性 能 指标 (3.5.1) 成 立 。 

最 后 ,根据 以 上 讨论 ,给 出 求解 问题 3.5.1 的 步骤 如 下 : 输 人 Pos Pi Pi W. 

Sepl 确定 Py Pio Pi 间 奈 氏 曲 线 意 义 下 的 谋 套 关系 ,找到 Pi = min infi Le PLC) 
1, 即 PL 距 ( -1,j0) 点 具有 最 近 的 距离 。 

Step 2 以 Pl 为 主 对 象 ,做 控制 器 参数 化 。 

Step 3 < K Pi 的 相对 阶 次 。 选 择 z 足够 小 ,使 得 | Oa Dl. Er Jd 
《3.2.2) 所 示 。 

Step4 取 Qo= Pç'J,Ë Co= 0o/(1 ~ Po0o)( 注 意 Po 是 最 小 相位 的 )。 验 证 Co EAW 
足 假设 3.5.2。 

Step 5 ”验证 同时 镇 定 约束 条 件 Col Q) 
= CG.(Qi)(i=1,2,…, 们 是 否 成 立 。 

[8/3.5.1]. 到 两 个 最 小 相位 传 函 和 权 
函数 


100 


PIs DUD ta sei 
Stpl alw) = -arctan o/2, f (9) = 
- arctan w/2 - arctan w, 显然 有 flw) < 
Blw), Vus BE P; PT À P. th. Pi P, 
的 奈 氏 曲线 如 图 3.5.3 中 虚线 所 示 。 
Sep2 Ht P, 为 主 对 象 ,做 控制 如 参数 图 3.5.3 ERAR 
化 。 
Step 3 HtK-2 rW- D 2 Dil 3] e - 范 数 <1。 BARD r, 


(rs +1)? 
求 得 的 范 数 为 


T 


$ 107? 197? 107? 
Fela 16.6 1.66 0.166 
因此 取 = = 10-3。 
ptp Cs 
Sep4 Mk Qis Pi Ts uy 
设 
c Q1 105 (5 2) 


"IPO a07:82) 
可 见 C, 满足 假设 3.5.2。 
Step5 验证 CQ) = C(O), M Qi- Qa- PsQ iQ + PiQi0:=0, 是 否 成 立 。 解 得 


Q = — (+ DG +2) 
2 10-52+1.0025+1 


可 验证 Q;€ RH... B | RS |. =0.1< ll WS, |. 20.166€ 1, HEEL Zi = P,C, fl Lu = 
, 81 ， 


P, C, 的 大 致 图 形 如 图 3.5.3 中 实 线 所 示 。 可 见 Ln 比 LES RC - 1,j0) 有 更 近 的 距离 。 
3.5.2 同时 镇 定 渐 近 性 能 设计 
仍然 考虑 图 3.1.2 所 示 SISO 单位 反馈 系统 的 同时 镇 定 问题 。 
【定义 3.5.3】( 渐 近 性 能 ) 如 果 存 在 一 个 下 则 的 控制 器 CO ,能 同时 镇 定 1+ 1 个 对 象 
PiG)G 2 0,1, ,4), 且 使 得 对 任意 的 r( 昌 和 d(1), 均 有 
lim eal#) = limr() 2 460] =0 i = 012 (3.5.5) 
RUSSES 3.1.2 Biz et R Bts P| T [RI BE CE GE PR ESSE DUE, E eu =0,1,…,!) 表 
示 r(#) 和 ad(i) 共 同 起 作用 ,产生 的 偏差 信和 号 。 当 alt) =0 时 ,有 
lim ex(t) = lim[r() -pO =0 £20,174 (3.5.6) 
称 为 同时 镇 定 渐 近 跟踪 。 其 中 os(i=0,1,…, DER r(i) 单 独 作 用 ,产生 的 偏差 信号 。 当 r 
(o) 208A 


lim e(t) = lim[- (DO 20 — i20, (3.5.7) 
Moser T PUE. AP eu(0( 20,157 DER a(1) 单 独 作 用 ,产生 的 偏差 信号 。 

对 输入 信号 r+) 和 d( 14) 的 性 质 ,我 们 做 如 下 讨论 31。 设 r( 昌 和 d (OBS Laplace 变换 分 
AUS 
n0) = att = OD, MS 
其 中 多 项 式 D, (5) 8 Ds(s) 是 已 知 的 ,而 多 项 式 N,(s) 和 和 Ni(s) 是 任意 的 ,只 要 求 RG)R 
DOEN r(A d(#) 中 , 当 二 时 , 趋 于 等 的 部 分 对 y(1) 的 影响 ,在 :一 时 ,也 趋 于 零 。 
此 时 ,车 C(s) 同 时 镇 定 P(s)(i=0,1,…,), 则 式 (3.5.5) 自 动 成 立 ,问题 成 为 平凡 的 。 因 此 ， 
假定 DOF Ds(s) 的 某 些 根 具有 和 零 实 部 或 正 实 部 。 

【定理 3.5.2】 对 于 图 3.1.2 所 示 SISO 同时 镇 定 反 局 系统 ,信号 r(z) 和 ¿(rh 
(3.5.8) 描 述 。 应 用 定理 3.4.1 给 出 的 同时 镇 定 控制 器 参数 化 结果 ,如 果 选 择 参数 8,€ pH. , 
能 使 (Xo ~ NoQ0) 的 零点 与 D(A Ds(s) 的 不 稳定 根 相 消 , 且 Cof @o) 同 时 镇 定 P;(i =0,1， 
…: 间 , 则 可 实现 同时 镇 定 产 近 跟踪 与 干扰 抑制 。 

[ug] 取 Po 为 主 对 象 ,相应 的 参数 化 主 控制 器 为 


Yo + M, 
600 d 
令 d(1) 20. M r(:)ËJ e; OERA 
[^L 


DG) = $ia()! = (3.5.8) 


1 
[EEXDI C | N Yot Mogo 


{MXo + N,Yo) + (NMo = MAN Qo 
令 Dals) = ( MXo + NY) + (NMo — MNo) Qo, BJ 


M. . 
Gesla) gr Ue NO i20. 


类 似 地 , 令 GO 50, df 站 到 e(O MTERA 
92) 


P,( s) z 
TL+ PCs) Col Qa) 7 
于 是 ,r(1) 和 4(:238[8 8 4ER1, HEA e (09 Laplace 变换 为 
Ea(s)= G, (s)R(s)+ Cial) DCS) sgl 
由 定理 中 条 件 ,选择 参数 CoE RH. ,使 Co( Qo) 同 时 镇 定 P, = 0 1, I. BAER G. (s) 
和 G0 80,1, 7 DEDE IO, HEER Qo, 使 E. (S) PISIS FEE Sk (XI - Na QU E 
点 与 多 项 式 D,(:) 和 Paks) 中 的 不 稳定 根 根 消 (一 种 保证 成 功 的 零 极 相 消 的 播 值 方法 , 见 下 
例 ), 则 留 在 Ea(s) 中 的 都 是 稳定 极点 。 因 此 ,对 任意 的 多 项 式 CSI N,{s) 均 有 
lime (z) =0 i20. 
由 定义 3.5.3 实 更 了 同时 镇 定 渐 近 跟踪 和 干扰 抑制 。 ER 
法 ”有理 函数 (To - NogCo) 的 零点 , 实 为 控制 器 C @o) 的 极点 。 定 理 中 的 选择 参数 QE 
RH, ,实现 零 极点 相 消 的 过 程 ,其 实 就 是 将 信号 (OM d(:) 中 的 不 稳定 模式 引入 控制 如 中， 
即 众所周知 的 内 模 原 理 。 
最 后 ,通过 例题 说 明 同 时 镇 定 浙 近 跟踪 与 干扰 抽 制 问题 的 设计 步骤 。 
【 例 3.5.2】 令 


N; 
Gats) = "5407 M00 isQ,lsl 


£ 2543 
Bayt DD 


求 -个 正则 的 控制 器 C ,使 得 : 
(1) C 同时 镇 定 PP Pao 
(2) 当 d(0 =0 时 ,输出 y (OC S 1,2 DER ERR UE E r(1)。 
(3) B rG) 20, BPRS da(1) 为 频率 是 1 rads WER y (i) (i=1,2) 的 终 值 等 于 


z 
IN] 对 P P, 进行 稳定 互 质 分 解 ,有 
Ml 2 ke 
s-1 4 5: +7 
Mami ye. hts. A a 


取 P, 为 主 对 象 ,由 定理 3.4.1, 园 时 镇 定 控制 器 为 C (QI) = (Y, + MQ Xi - IN QD. 
约束 条 件 为 CQ) = Cal), Qis Q. € RH. 
] 


信号 (COR CDU Laplace 变换 为 RG) = HR DG) = > Bie R(s) 和 D(s) 的 不 


+ 
稳定 极点 s=0 和 s = 于 处 对 XX! ~ Ni 81 进行 插值 ,有 
X,(0) - N,(0)Q,(0) -0.X,(0 - MQ = 0 


解 得 
Q0 = 1 《3.5.9) 
QG) = 1+j (3.5.10) 
方程 (3.5.10) 等 价 于 两 个 实数 方程 
Re Qi) = 1 (3.5.1) 
Im Qi) = 1 (3.5.12) 


因此 .应 选择 QUE 了 。 ,满足 式 (3.5.9) .(3.5.11) 和 式 (3.5.12) 的 插值 条 件 。 一 种 保证 
ops 


成 功 的 方法 是 令 Qi 为 具有 足够 可 变 系数 的 (* + D -RTRC a) 7 a >0) 的 多 项 式 ,这 
保证 了 Q,€ RH。。 对 本 列 , 取 

Qr TE 
f a= 3,s = —4,. 52 TR 
38 «2:1 

(541) 
Ssh458 «$541 
s(à41) 


Qi(s) = € RH. 


Cils)= CQ) = 
由 约束 条件 CCO) = CO , 解 得 
245^ + 568? & 565! +36: +7 


Qals) = I 252 PETERET SP 
可 验证 Q, 3 Er 8 tE EEG A 02€ RH。。 由 Ci(5) 的 表达 式 可 见 ,其 极点 包含 了 信 
号 (OA z 划 的 不 稳定 模 态 ,实现 了 内 模 配 置 , 且 参数 Qi、@: 满足 同时 镇 定 约束 条 件 。 因 
此 ,该 控制 器 可 实现 同时 镇 定 浙 近 最 踪 与 干扰 挤 制 。 


习 题 


3.1 HAK 


在 RH. PERDE. 
3.2 WEE ETE 


在 RH. PHERS, 
3.3 利用 式 (3.1.2) 式 验证 式 (3.1.4)。( 提 示 :在 频 域 中 进行 推导 ) 
3.4 考 冻 图 3.1.2 所 示 单位 反馈 系统 。 设 


s 
PG GT») 
试 应 用 定理 3.1.4 求 一 控制 器 C(s) ,使 系统 达 内 稳定 ,并 求 出 闭环 极点 及 从 d 到 * 的 直流 增 
di. 
3.5 考虑 图 3.1.2 所 示 单 位 反 钼 系统 。 已 知 P 是 最 小 相位 的 但 有 一 极点 在 虚 轴 上 ,考察 
性 能 设计 问题 。 取 


PG) -二 有 (= 


P SIR PC) = ix(s+e).e>0e。 设计 一 控制 器 C( 可 内 稳定 的 ), 使 得 外 W s l. <i, ÆC 
的 系数 中 令 e 一 0, 试 问 这 一 控制 器 是 否 能 让 原 对 象 P 达到 性 能 村 求 。 
3.6 考虑 图 3.1.2 所 示 单位 反馈 系统 。 已 知 
CS 


10 
PO) = TD 


计算 一 可 内 稳定 的 C ,使 得 跟踪 误差 y- 的 2 - 范 数 最 小 ,r 为 单位 阶 跃 输入。 
3.7 试 判断 


1 10 
PG) BGsc-DGS 
是 否 可 同时 镇 定 ? 
3.8 对 上 题 中 的 两 个 对 象 Po 和 P. PER EBR 3.4.1, 求 P. 和 P, 的 同时 镇 定 控 制 器 。 
3.9 在 定理 3.4.1 的 证 明 中 , 取 Col Qo) = (X, - QÑ) 1 (Y, QM CCO) = (Y, + 


MOMS NQ) 令 Co( Qo) = G(@)0=12，…， 昌 , 则 可 得 约束 条 件 的 另 一 种 等 价 表达 
式 。 试 推导 之 。 
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第 四 章 ”万 ,标准 控制 


这 一 章 我 们 将 在 标准 框架 下 讨论 万 控制 问题 的 求解 。 右 ,控制 理论 可 分 为 频 域 方法 和 
时 域 方法 。 在 第 三 章 已 对 频 域 方法 做 了 简单 的 介绍 ,详尽 内 容 可 见 文献 [17]、[18]。 时 域 状态 
空间 方法 包括 Riccati 方法 和 LMI(Linear Matrix Inequality, 简 记 为 LMI) 方 法 。 本 章 我 们 将 重点 
介绍 理论 上 成 熟 的 Riceati 方法 (包括 状态 反馈 求解 方法 和 输出 反馈 求解 方法 ), 并 对 近年 来 非 
常 流行 的 LMI 方 法 进行 必要 的 讨论 。 甩 控制 问题 与 第 二 章 讨论 的 状态 调节 器 问题 都 是 一 种 
优化 控制 问题 ,只 是 性 能 指标 不 同 而 已 。 用 召 。 范 数 度量 性 能 要 比 传统 的 ISE( u, 范 数 ) 性 能 
更 接近 于 实际 需要 ,这 就 是 近年 来 五 控制 理论 兴起 的 原因 。 


4.1 问题 的 提出 


回顾 第 二 章 对 LQ 最 优 调节 器 性 质 的 讨论 ,我 们 证 明了 LQ(LQC) 状 态 反 馈 系 统 的 幅 值 稳 
定 裕 度 为 0.5 ~ o» ,而 相 角 稳定 裕 度 大 于 等 于 560。 也 就 是 说 ,LQ 最 优 调节 器 具有 一 定 的 相 
对 稳定 性。 然而 ,LQG 控制 系统 甚至 LQ 最 优 调节 器 对 被 控 对 象 的 模型 摄 动 (模型 误差 ) 的 鲁 
类 稳定 性 在 某 些 场 台 却 很 差 [tl 。 下 面 通过 一 个 实例 来 说 明 这 一 问题 。 

【 例 4.1.1】 考虑 SISO 被 控 对 象 ,其 传 函 为 


GV Gen) 
其 状态 空间 最 小 (能 控 、 能 观测 ) 实 现 为 
x() = Ax{(t) + bult), x(0) = xy y (2) = Cx(O (4.1.1) 
其 中 
-1 0 1 i 
a=| H ajes [i est 11 
BORME SEE ON 


r= UO «nier > 0 
n 


H 2.4 节 无 限时 间 LQR 问题 的 解 公式 (2.4.6), 可 得 使 性 能 指标 7 达 极 小 的 状态 反馈 控 
制 律 为 
u(1) =~ r bTPxz(:) =- Kalt) (4.1.2) 
其 中 P 为 代数 Riccati 方程 (2.4.5) 的 正定 解 。 容 易 求 得 
K=[I+9-vS+29 2/3429 -9-4] 
这 里 
q= arri 
根据 LQ 最 优 调 节 器 的 性 质 ,由 式 (4.1.1) 和 式 (4.1.2) 构 成 的 状态 反馈 闭环 系统 具有 大 于 
0.5 的 幅 值 稳定 容 度 ,大 于 等 于 + 60 的 相 角 稳 定 裕 度 。 
ET 


下 面 考虑 如 下 形式 的 模型 摄 动 (模型 误差 ) 
P(s)= P (s) + A(s) 
其 中 P COO lil I CR B EO AR FE HR LA Go) SRA qí a F sk 
AG) Lu 
其 中 e 为 一 实数 。 也 就 是 说 ,对 于 0<w< o ,我 们 有 


£ 


1PGe)- Poljo)! = 53 
上 述 摄 动 的 状态 空间 实现 描述 表现 为 5 矩阵 的 摄 动 
-2+[ 引 zu 
+ 0 1 


由 摄 动 后 的 被 控 对 象 的 状态 空间 实现 和 式 (4.1.2} 的 状态 反馈 控制 律 ,构成 一 个 闭环 系 
统 。 可 以 求 得 (5 该 闲 环 系统 具有 两 个 闭环 极点 ,这 两 个 闭环 极点 当 r 一 0( 控 制 能 量 较 小 ) 时 ， 
将 趋 于 如 下 两 个 实数 
pim cepi - (1+2e)/e 


可 以 看 到 , 当 - B <e<0 时 ,pl 和 p; HAER, Hle 1 越 小 ,ps 越 大 。 也 就 是 说 ,被 控 对 象 的 
微小 模型 摄 动 会 使 该 闭环 系统 具有 很 大 的 不 稳定 的 正 实 极点 。 

我 们 知道 ,控制 系统 分 析 或 综合 所 依据 的 数学 模型 往往 都 是 不 精确 的 。 由 于 模型 的 简化 、 
非 线性 系统 的 线性 化 .系统 中 元 器 件 的 老化 等 原因 , 均 会 使 实际 被 控 对 象 的 数学 模型 发 生变 
化 ,而 导致 模型 误差 。 另 外 ,在 许多 实际 控制 问题 中 ,我 们 仅 知道 干扰 (噪声 ) 属 于 某 个 信号 的 
集合 ,而 并 不 确 知 其 统计 特性 (或 能 量 谱 } 是 否 是 高 斯 型 的 ,这 便 使 得 LQG( 2) 控 制 理论 难以 
应 用 。 

我 们 对 上 述 鲁 棒 控制 问题 做 一 下 归纳 , 即 鲁 德 控制 问题 的 提出 基于 如 下 考 不 ; 

(1) 被 控 对 象 不 是 由 一 个 傅 定 的 模型 炎 描 述 的 ,而 仅 知 道 其 模型 属于 某 个 已 知 的 模型 集 
合 。 

(2) 外 部 信号 (包括 干 拢 信号 .传感器 噪声 和 指令 信号 等 ) 不 是 具有 已 知 特性 (如 统计 特性 
或 能 量 谱 ) 的 信号 ,也 仅 知 道 其 属于 某 个 已 知 的 信号 集合 。 

以 上 两 种 情况 下 ,控制 系统 的 设计 ,如 果 采 用 传统 的 H, 性 能 指标 ,在 茶 些 场合 已 不 能 满 
足 实 际 的 需要 。 那 么 ,此 时 控制 系统 的 设计 又 应 该 采用 怎样 的 性 能 指标 ,设计 方法 又 如 何 ? 

1981 年 ,加拿大 学 者 Zames 提出 了 以 控制 系统 的 某 些 信号 间 的 传 函 (矩阵 ) 的 Ho 范 数 作 
为 优化 性 能 指标 的 设计 思想 [1。 随 后 ,1982 年 ,美国 学 者 Doyle 针对 召 。 性 能 指标 发 展 了 一 种 
称 为 结构 奇异 值 (Stmuctured Singular Value, 简 记 为 SSV) 的 有 力 工具 来 检验 重 榨 性 ,这 种 方法 航 
大 程度 地 促进 了 以 x ~ 范 数 为 性 能 指标 的 控制 理论 的 发 展 。 正 是 由 于 Youla 等 人 的 控制 器 参 
数 化 ,Zames 的 如 。 性 能 指标 以 及 Doyle 的 结构 奇异 值 理论 据 开 了 反馈 控 秽 理 论 的 新 篇 章 '*!。 
其 后 ,如 控制 理论 取得 了 茵 过 的 发 展 *" ,经历 了 从 频 域 到 时 域 t1l ,从 定常 系统 到 时 变 系 
BSI MERER RAIER ER ELSI] M Eae R eA R EEA A EE R ER 
PIA E RIOLO, A 3; RTA Z ge BaT 88 3 ASLA DL 8 A BRES B r 
HD GARED. ARRERA 下。 控制 理论 已 基本 成 熟 , 形 成 了 一 套 完整 的 频 
域 设 计 理论 和 方法 ,而 时 域 状态 空间 的 Riccati 方法 和 LM 方法 ,由 于 具有 能 揭示 系统 的 内 部 

(87^ 


结构 .易于 计算 机 辅助 设计 等 优点 而 售 受 重视 。Matiab 已 开发 出 了 各 种 H. 控制 理论 的 工具 
箱 , 为 实现 控制 系统 的 分 析 和 设计 提供 了 极 大 的 方便 。 


4.2 互 -标准 控制 问题 


实际 应 用 中 ,许多 控制 问题 都 可 以 化 归 为 所 请 万。 标准 控制 问题 。 

考虑 图 4.2.1 所 示 结 构 的 控制 系统 ,图 中 各 信号 o À, 
均 为 向 量 值 信号 。 É 

w 为 外 部 输 人 信和 号 ,包括 参考 (指令 ) 信 号 ,干扰 和 P 
传感器 噪声 。z 为 被 控 输 出 信号 ,也 称 为 评价 信号 , 通 


常 包括 跟踪 误差 ,调节 误差 和 和 执行 机 构 输出 。x 为 控 x 
创 信号 ,7 为 量 测 输出 信号 ,如 传感器 输出 信号 。 
图 中 G 为 广义 被 控 对 象 ,K 为 控制 器 。G 是 系统 图 4.2.1 标准 问题 框图 


的 给 定 部 分 ,K 是 待 设计 的 。 后 面 我 们 将 看 到 ,广义 被 控 对 象 并 不 一 定 等 同 于 实际 被 控 对 象 。 
不 同 的 设计 目标 ,即使 是 同一 被 控 对 象 ,其 广义 被 控 对 象 也 可 能 不 同 。 


设 广义 被 控 对 象 G 的 状态 空间 实现 为 
二 = Ar + Byw + Bu (4.2. le) 
z= Cx+ Duw + Dou (4.2.1b) 
y= Cx + Daw + Dyu G3 
AP xCR'ICRICRuw€R.ua CR, EARNER RYGER A 
[210 pd Ë m UM] 
G(s)= =| Ci Du Dy 
[E Gals) E pipa 
即 ,我 们 有 
z w] Gols) Gols) w 
E] B eco r] Sis col | M 
u= K(s)y 
于 是 ,图 4.2.1 中 ,从 w 到 zx 的 闭环 传递 函数 阵 等 于 
T.(s) = LFT(G.K) = G + GxuK(I - GaK) Gy (4.2.2) 


CE K 的 线性 分 式 变换 (Linear Fractional Transformation, ffl iJ] LFT) e 
【定义 4.2.1]( 刀 -最 优 控制 问题 ) SR — IESUS BEES 有, 使 闭环 系统 内 稳定 且 使 传 
ë BEBE Tals) 五 。 范 数 极 小 , 即 


min || Tals) l = yo (4.2.3) 
【定义 4.2.23]( 末 -次 优 控制 后 题 ) 求 一 正则 实 有 理 的 K.H E SERS S, B tE 
Mut yh e y. (4.2.4) 


其 中 yz Yoo 
显然 ,如 果 以 上 两 种 控制 问题 有 解 ,我 们 可 以 通过 逐 产 减 小 y 去 逼近 yo。 即 由 次 优 问题 
的 解 去 逼近 最 优 问 题 的 解 。 
对 再 。 次 优 控制 问题 ,对 式 (4.2.4) 做 变换 ,得 
.88 . 


! ys) lel 


MET OFT REA 
y lGu(s) Gurls) 
IGal) Ga) 
LESITIILPWEWLIITITWEPET ITI E Rit, TRR, ER y = 1。 
和 需要 推出 的 是 , 互 。 最 优 控制 问题 难于 求解 K2]。 因 此 ,本 章 我 们 将 主要 讨论 H. 次 优 控制 


问题 的 各 种 解法 ,并 将 其 称 为 如 -标准 控制 问题 。 
下 面 以 几 个 例子 说 明 工程 实际 中 ,许多 控制 问题 都 可 以 归结 为 及, 标准 控制 问题 。 


G(s)= 


4.2.1 和 干扰 抑制 问题 d 
m `. 

考虑 图 4.2.2 所 示 的 控制 系统 。 图 中 G4 为 ”一 E = 
被 控 对 象 ,K 为 控制 器 ,r 为 参考 输入 ,y 为 量 测 Tr 
输出 ,ad 为 外 部 干扰 ( 量 测 噪声 ),w 为 控制 。 假 
设 干扰 信号 d 属于 如 下 集合 K 

D=1dld= Ww, v€ B, || ol ,sl d 
其 中 WC RRGE BOSCH TE RE. AEN, M Hill PABRGUE 
ER B (r S SB00 Et EXT basile. ESCUER — fe SLE CIL o | :<1) 的 干扰 信号 


v JERLIX ERE W( |) UR BEI Tt 8 A do 
我 们 的 问题 是 设计 控制 器 K(s), 使 闭环 系统 内 稳定 , 且 使 
Jzsupi | yl31v€E Hs, ll olo 


BA. Bm 
ys G(s)KCGs)] d= T,GYWOGo 
其 中 
Te(e)=[7+ Go YOK)! 
由 子 


supt |l y lal e& Ha, | vilas1]= supi ll Tpi) W{s)o fzto€ H, Iv loi] 
supl | T, COGO lls€ fle da sils iE T GOvCGOIH. 
由 此 可 见 , 对 于 给 定 集合 D 中 的 任意 d, 使 y B5 H, 范 数 ( 即 输 出 信号 的 平方 积分 ,也 即 其 能 量 ) 
极 小 的 问题 , 便 转 化 为 使 Pu(s) 肌 (5) 的 总。 范 数 汲 小 的 问题 。 从 而 .可 将 干扰 抑制 问题 转化 
为 图 4.2.1 所 示 的 五 标准 控 制 问题 。 
注意 到 ,图 4.2.2 TID Eh: = y, 于 是 有 
y= We+ G(r- z)= [W efi] - Gu 
z= Wes Qu) 
u= Ky 
由 此 得 广义 被 控 对 象 的 传递 函数 阵 
IF G] -G 
eweli c Lal 
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其 豆 。 标 准 控制 的 结构 框图 如 图 4.2.3 所 示 。 
图 中 外 部 条 入 信号 w= | "] 。 | 
4.0.2. 跟踪 问题 


AERE 4.2.4 RRRA, POIRE 
HR, Cis Ca 为 控制 器 ,分 别称 为 前 馈 和 反馈 控制 
器 。 由 于 增加 了 设计 的 自由 度 , 故 也 将 其 称 为 二 
自由 度 系统 。w 为 控制 信号 ,由 图 有 


u= Cr C,e=[ C, ej] 


参考 输入 (被 跟踪 信号 )r 并 不 是 一 个 已 


知 的 确定 信和 号 ,而 是 属于 某 个 能 量 有 限 K 


信号 的 集合 

R=irlr= We,e€ Hy, | wlzs1ll 
HRB A 6468436 at C, NUM 
跟踪 误差 1 r- o l} 取 极 小 。 但 追求 这 
一 目标 所 得 的 控制 器 会 成 为 一 非 正则 的 


| 
[s 


图 4.2.4 二 自由 度 系统 


控制 器 :7] ,控制 信号 的 幅度 成 为 无 穷 大 ,无 法 实现 。 若 在 目标 函数 中 增加 一 个 能 量 的 惩罚 项 ， 
便 可 保证 控制 器 为 正则 有 理 函 数 。 因 此 ,在 跟踪 问题 中 取 


lir-elzeWosl 
FARRAR HP o AREF. EA 


r-o 
EI 
pu 


2 
5 


Jü LX BAR ESSEAE T || z | 3。 于 是 ,跟踪 问题 归结 为 目标 函数 
supl | zl2lwE H, | wl ,ail 


的 极 小 化 问题 。 


(4.2.5) 


A Wapa B EB dc He PFE HER Host (4. 2.5) 80 z 为 被 控 输出 , 量 测 输出 取 为 


»-[] 


外 部 输入 信号 为 w, 控 制 信号 为 “。 可 得 广义 被 控 对 象 和 控制 器 方程 为 


r-s] [W -P] 
[j- ou x er 
0 


相应 的 G WI K 为 


[l 


EMEA eaf l 
K=[G C] 
其 吾 。 标 准 控 制 的 结构 图 如 图 4.2.5 所 示 。 


图 4.2.5 于 .标准 控制 框图 


4.23 SEDES 


设 被 控 对 象 的 传 函 阵 为 
Pls) = Po(s) + A(s) 
其 中 , Po(s) 为 对 象 的 标 称 数学 模型 , A(s) 为 对 象 的 未 建 模 动 态 , 即 模 型 误差 。 设 Po(s) 和 
4(s) 均 为 正则 有 理 函 数 ( 阵 ), 且 存在 r{s)E Rr. ,使 得 
s(AGo) « r(jo) Il V o 
BI EEBLSD SAI iE RR. WE L Rafa EROS SORT i CF HEC EROR 
A(Po,r) = 1P(s)= PG) + AG) LI AGo) il a S 1r(je)1, V ot 

[EX 4.2.1) 3188 4.2.6 所 示 反 馈 系统 。 设 Po(s)、r(s) 和 控制 器 K( HGES 37 

V PG)€ 4(Po,r) ,该 系统 稳定 的 , 则 称 系统 是 , 鲁 棒 稳 定 的 , 且 称 K s) 为 鲁 棒 稳 定 控制 器 。 


I t 
i A46) 1 
| | 
1 + 1. 
: kin ; AG ] cL 
Í H 


54.2.6 具 模 型 摄 动 的 反馈 系统 
由 定义 知 ,图 4.2.6 所 示 系 统 鲁 德 稳定 的 必要 条 件 是 标 称 闭环 系统 (4 = 69) 是 稳定 的 。 此 
条 件 等 价 于 传 小 阵 


G(s)=[1+ K(s)P,(s)] !K(;)€ RH, 
图 4.2.6 所 示 系 统 可 以 等 价 地 表示 为 图 4.2.7。 
ee eS 


因此 ,如 果 GCS) € RH, B AC) € RH, LB 
由 小 增益 量 定理 (Nyquist PERO TA, PORAEBUETR CÁC Le] 


定 的 一 个 充分 条 件 为 
UDEL + KCS PAITTI KCGOlla «1 
(4.2.6) ce) F 
这 是 因为 如 果 上 式 成 立 , 则 
ji4llelclesilrl-lGl。= 图 4.2.7 系统 的 合 棒 稳定 性 
[| -(:)G(:;)]|. <1 
即 小 增益 条 件 成 立 。 


事实 上 ,可 以 证 明 ,即使 A(s) 不 稳定 ,只 要 PC) € 4(P,,r) 和 Po(s) 在 * 闭 右 半 平面 具 
有 相同 数目 的 极点 , 则 条 件 (4.2.6) 是 图 4.2.6 所 示 系 统 鲁 律 稳 定 的 充分 必要 条 件 。 

【定理 4.2.1]09 设 K(s) 和 4CPo,r) 给 定 , 生 任意 P(s)E4(P。o,r) 的 在 : 闭 右 半 平面 
的 极点 个 数 与 Po{ ;) 的 相同 , 则 图 4.2.6 所 示 闭 环 系 统 乔 棒 稳定 的 充分 必要 条 件 是 当 A(s)=0 
时 , 标 称 系统 稳定 , 息 式 (4.2.6) 成 立 。 

若 定义 广义 被 控 对 象 为 


rt 
ael 

则 重 棒 稳 定 问题 化 为 图 4.2.8 所 示 的 Hu BRE TS SUIS ER, dE K £8 G 稳定 , 且 使 从 wal 
的 传 函 阵 


ep 


T, -LFI(G,K) - r(1« KP) 'K- rK(I+ PK) 
的 吾 - 范 数 满足 


l (I+ RP! Kl <1 


l Tall 。 = 


图 4.2.8 H. PERE EE AE BI 


4.3 Riccati 方程 与 H.ER 
4.3.1 Hamiltonia 矩阵 与 Riccati 方程 的 解 
考虑 代数 Riccati 方程 和 祖 应 窍 阵 H 


PA + ATP - PBBTP+ CTC = 0 (4.3.1) 
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ET a au (4.3.2 


-CC -A suas 
其 中 ,4ERrx" BER CERKAK RE, H B 为 列 满 秩 ,C 为 行 满 秩 。 
【定义 4.3.1] 如 果 2nx2n BE H WE. 
IUHU =- H (7 下 "7 =- H) (4.3.3) 
则 称 H X Hamiltonia 矩阵 。 其 中 


0 h T MI 
了 = -i 0 ] JzJ's-I 
称 为 逆反 对 称 矩 阵 。 
Hamiltonia 矩阵 与 Riceati 方程 具有 以 下 关系 
EP -na| j- o (4.3.4) 


[3138 4.3.1] Æ Hamiltonia 矩 阵 H 没有 虚 轴 上 的 特征 值 , 则 H ERRA E a € 
A(H),i=1,2, n W - A € A(H),i=1,2,- , n, BD H 的 特征 值 以 虚 轴 、 实 轴 为 对 称 。 
注意 到 矩阵 H 满足 式 (4.3.3) ,于 是 引 理 的 结论 成 立 。 
由 于 Hamiltonia 矩阵 具有 上 述 性 质 , 若 假设 H ERALAR, IWA, H ERER AS 
右 半 平 面 各 有 个 特征 值 。 
【 引 理 4.3.2】 RACA, DERE. (C ,4) 能 检测 , 则 式 (4.3.2) 的 矩阵 吾 没 有 虚 轴 上 
的 特征 值 , 且 H 的 Jordan 形 为 
[Sa 
H- s Jy, Ja € C7 
9 Ja 
即 存在 H MIRARE EE W,， 2, ,使 有 
Wu Waj pn vs] is A 


Wa Wx Wa Wa! [0 jJ, 


W HW = [ (4.3.5) 
其 中 Re ACID «0, T, 是 由 .J 的 对 角 线 元 素 乘 以 - 1 构成 的 Jordan EXE BE, B. Wu 和 Wz 非 
奇异 。 

该 引 理 的 证 明 见 文献 [181。 

【定理 4.3.1】 短 阵 代数 Riceati 方程 (4.3.1) 存 在 惟一 解 P= PT= (W. Wi!) >0, 且 使 
Re ACA - BB'P) <0 的 充分 必要 条 件 是 (4，B) 能 稳定 ,(C.4) 能 检测 。 若 还 有 (C,4) 能 现 
d, RE P>0。 

GER) 充分 性 。 

(D 解 的 存在 性 。 若 (4 ,8) 能 稳定 ,(C,4) 能 检测 , 则 由 引 理 4.3.2 可 知 , 式 (4.3.2) 的 算 
阵 互 没有 虚 轴 上 的 特征 信和 .并 存在 人 ,使 式 (4.3.5) 成 立 。 其 中 WW, 可逆, 由 式 (4.3,5) ,可 得 


ayle ros (4.3.9 
. LA 
记 m| p ass 
HW, = Wdy (4.3.7) 


- 93 - 


由 式 (4.3.6) 48 
AW, - BB'W, = Wuda (4.3.82) 
- CCW - ATWa = Wady (4.3.85) 
将 式 (4,3.8a) 右 乘 WP ER Wa Ws! 式 (4.3. 吨 ) 右 乘 Wu! WA 
Wa Wy! — W, Ws! BB' Wa Wy! = 用 2 
- CTC - ATWa Wi! = Wa Ws! 
BOURSE 
(Wa W5 0A + A Wa Wa - (Wau Wa) BB'( Wa Wi) + C C20 
因此 ,P = Wa Wi 为 方程 (4.3.1) 的 解 。 
(2) 解 的 对 称 性 。 由 式 (4.3,3) ,有 
H'J«JH -0 
KERER WER OW, ,并 考虑 到 式 (4.3.7), 则 有 
JAWE JW, + Wi JW, J, = 0 
因为 J, 没有 虚 轴 上 的 特征 值 , 故 欲 使 上 式 成 立 , 必 有 Wy JW, =0, 即 有 
Wi Wa = Wå Wu (4.3.9) 
BR P= W, Wa' RMESÉS. 
(3) A - BB'P 为 稳定 阵 。 将 式 (4.3.8a) 右 乘 W WA 
A - BB'( Wa Wu!) = A- BB'P = WuJuwi 
因为 Re (Ja) « 0. HIA, CA - BBTP) 为 稳定 阵 。 即 Re A(A ~ BBTP) «0 
(4) REMEE, H Rieeati 方程 (4.3.1) 改 写 为 如 下 形式 
【和 -可 BTP)7P+P(4-BBTP)= - (CTC+ PBB'P) 
BACALA -BB P), iE E HECA - BB7P)E= AG. H E'ER, E RR ECL MWA 
A" P4 + AS" PE = - $" (CTC + PBB'P)E 
由 此 有 有 


2Re ë ' PE e-6'C'CE - E" PBB PE =- | CE ll? - 1 BTPE I — (4.3.10) 
AAA, BIERE. (C, ABERI ETE | CS 20, Ji BT PE || =0, Re à <0。 从 而 必 有 P>0。 
(5) 解 的 惟一 性 。 设 P, 和 P, 均 为 方程 (4.3.1) 的 解 , 则 有 
P.A +ATP,- P,BB'P, + C C -0 
P,A + ATP, - P,BB' P, + C' C 50 
HIJA Re ACA - BB'P)) «0, Re A(A - BB' P) «0. 将 上 两 式 相 减 ,再 整理 ,得 
(A - BB'P,)'(P, - P) + (P, - P(A - BE'Pj)) = 0 (4.3.11) 
BX A (A - BB'P + ACA - BB' P3) #0,i,j=1,2,…,n, 所 以 方程 (4.3.1]) 必 有 惟一 解 (类 
似 于 第 六 章 引 理 6.2.1), 且 解 (Pl - P,) =0, 即 P, = Py。 解 的 惟一 性 得 证 。 
必要 性 。 若 方程 (4.3.1) 存 在 解 P, 则 取 非 奇异 变换 阵 


I 0 ; I9 
y d "T AS 
PI -P I 
di 1 0 A -BB'||I 0) [A- BB'P - BB" 
T-HT = = 
-P Hl ec Jarlip 1 0 -(A- BB'P)' 
Tiaa 


式 中 Re ACA BBTP)<0,Re ¿[ - (A - BB'P)'] >0。 上 式 表 明 , 若 了 为 方程 (4.3.1) 的 解 ， 
则 式 (4.3.2) 的 Hamiltenia 阵 没有 虚 轴 上 的 特征 值 。 如 此 ,出 根据 文献 [18] 的 引 理 12.3, 系 统 
《4 ,8) 能 稳定 ,(C,4) 能 检测 。 

最 后 ,车 系统 (4 ,8) 能 稳定 ,(C,4) 能 观测 , 则 由 式 (4.3.10) 可 知 ,上 CE || >0, | B'pt | > 
0, 而 Re ACA -BB"P) <0, 因 此 ,P>0。 同 时,《(4,8B) 能 稳定 ,(C, 4) 能 观测 也 是 了 >0 的 必 
要 条 件 。 jz Ë. 

一 般 , 我 们 称 使 4 - BBT P 稳定 的 Riccati 方程 (4.3.1) 的 解 P220 为 稳定 解 。 

对 于 更 一 般 形式 的 矩阵 Riccati 方程 


ATP + PA - PMP + 0 = 0 (4.3.12) 
和 相应 的 Hamiltonia 矩阵 
A -M 
H= E Sal (4.3.13) 


JU? A,M.QCR'"",M = M',Q« Q' Mz 00, M <s0),XJ Q 没有 正定 或 非 负 定 的 限制 , 则 
有 如 下 定理 。 
【定理 4.3.2】 着 式 (4.3.13) 的 矩阵 H ER He Sl EBD PRAE, BL CA ,要 ) 能 稳定 , 则 方程 
(4.3. 2) fé XE TE — XE ESTE P = PT, B Re ACA - MP) < 0, 
此 定理 的 证 明 类 似 子 定理 4.3.1, 见 文献 [18] 。 
最 后 ,考虑 如 下 形式 的 Rieeati 方程 
PA! + AP + PH2P+ 0, = 0 (4.3.14) 
其 中 AQ; 和 M, 是 给 定 的 n x n 维和 矩阵 , 且 Q, 对 称 , M, 正定 对 称 。 
Riccati 7 (4.3. 14) GE ERE P ET REOR IE M, IQ» 具有 如 下 单调 性 定理 (5 。 
【定理 4.3.3] 设 已 是 方程 (4.3.14) 的 正定 对 称 解 , Q, 是 满足 Q, < 0, 的 对 称 阵 , 则 存在 
正定 对 称 阵 P 满足 PsP, 和 
P,AT+ AP, + PLM;PL« 0, -0 
[E 4.3.4] B 已 是 方程 (4.3.14) 的 正定 对 称 解 ,Mi 是 满足 M. < M. 的 正定 对 称 阵 。 
则 存在 正定 对 称 阵 P 满足 P< P. 
PAT+AP, +P, M P. + 0,=0 


4.3.2 HeRR 


由 第 一 章 的 讨论 ,无 沦 系统 的 传 函 阵 GO) € RH. ,还 是 GOD € RL R |: |. HE 
可 按 下 式 进行 
l GCs) |l a =sup of Gjw)] 
实际 上 , 当 GAER RERA | |. ,而 当 G(s) 为 矩阵 函数 时 , 按 上 式 计算 
H: 四 -是 很 麻烦 的 。 为 此 ,我 们 寻找 计算 | | > 的 其 它 途 径 。 
UPRENE RE G(s)E RH. ,其 状态 空间 实现 为 


G(s) = [A,B,C,D] (4.3.15) 
其 中 4 为 稳定 阵 。 令 y > 0, 定 义 Hamiltonia $E BË 
A Y BB! 
LES Ls ] (4.3.16) 
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则 有 如 下 定理 。 

【定理 4.3.5] 对 如 上 定义 的 G(s), E Gls) | a< 7 的 充分 必要 条 件 是 由 式 (4.3.16) 定 
义 的 五 矩阵 没有 姬 轴 上 的 特征 值 。 

【证 明 】 不 失 一 般 性 ,可 取 yal # 7 关 1, 可 将 G 改写 为 7-1G ,5 改写 成 y-'B。 根 据 
线性 系统 运算 规则 ( 见 附录 ) ,我 们 有 


u- 6G ecol? = [和 ,te man (4.3.17) 


其 中 五 如 式 (4.3.16)( 取 y=1), 而 G^ (9) 定 义 为 G-(s)= G'(- :)。 由 线性 系统 能 控 性 的 
PBH 秩 判 据 ( 见 附录 ) ,我 们 有 


B A J BBT B 4 1 9n 
sek -jon [7] 3 = md [ 2 Mau H3 I °| 
-c - A" - jol EN 


[^ i jur ME „2a, Ye R 
-47-jar 0 

最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 4 为 稳定 阵 , 即 (4 UN A! ~ jw 站 ) 均 为 满 秩 阵 。 

同 理 ,由 能 观 性 的 PBH 秩 判 据 , 有 

E 
H -jol 

因此 , 式 (4.3.16) 的 矩阵 H (y = DERM E SCRI E ARRE MRTE, DR (4.3 IPER 
上 不 出 现 极 ,零点 对 消 。 故 了- G(s) G(s) 在 虚 轴 上 具有 零点 的 充分 必要 条 件 为 日 ER 
上 具有 特征 值 。 

必要 性 。 设 ‖G 1 。<1, 则 由 最 大 奇异 值 的 性 质 ,有 

~ GT(-je)G(je) >0,V o 

故 工 - G-(s)G(s) fiti L XP LEG, H 在 虚 轴 上 无 特征 值 。 

充分 性 。 反 证 。 如 果 ‖ GOD 1 。>l,sup 5[G(jw)]>1, 则 由 奇异 值 的 连续 竹 ,存在 wo 
ER, 使 得 


ol GGo)]1z1 
这 就 意味 着 G"( -jwo) G(jwo) 具 有 特征 值 1, 而 矩阵 了 - GT( -jwo) G(jao) 为 奇异 阵 。 即 ,joo 
是 五 的 特征 值 。 d^ 
E 4.3.5 提供 了 一 个 近似 计算 严格 正 财 传 函 阵 G(s) 的 BLESS, RAA 
法 如 下 ; 
令 a=ofG(w)],e >0 为 充分 小 正 歼 。5 为 充分 大 正 数 (满足 | GG) 。 <5)。 
Sep! W y= i: 


Siep 2 根据 定理 4.3.5, 检 验 是 否 有 jy GG | 。<1。 
Xd 7 G(s) 上。<1, 则 令 b=Y。 
# ly GOl eS, WS a= y. 
Step3 #la- bl» e, BEI Stepl。 
若 1a - 51ss, 则 计算 结束 ,最 后 得 
l G(s) |. = yz+e 
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对 于 正则 的 传 函 隆 G(s)€ RL. , 即 其 状态 空间 实现 为 
G(s) = [A,B,C,D] (4.3.18) 
其 中 ARBER D20, GOK Ha TERATE FERT 
[ER 4.3.6] 9 i G(s) 如 式 (4.3.18) 所 定义 , 则 存在 7 >0, 使 
LG) = COT-4) B+D| ,<7 


的 充分 必要 条 件 是 
Yt-D'D»0 
l Cult - A) Byll a 61 (4.3.19) 
其 中 
A= A+ B(Z221- DTp)-ipt1c 
BysB(YI-D'D)i 
Cy 2 [I+ DO?21- D'D)"D')2 C 
B 4v 为 稳定 阵 。 
根据 定理 4.3.5, 不 等 式 (4.3.19) 等 价 于 Homiltonia 矩阵 
A " 
Hy- n BuBu 
-Cu -Aw 
没有 虚 轴 上 的 特征 值 。 


4.3.3 Rici 方程 与 HL 36 


DE: 4.3.7] BEWARE GU) = CGL- A)! B, B A 为 稳定 阵 , 则 

1 G(s) || o < 1 的 充分 必要 条 件 为 Riccat 方程 
ATP + PA + PBB P + CTC = 0 (4.3.20) 

有 非 负 定 解 P>0,B 4 + BB P 为 稳定 阵 。 

【证 明 】 充分 性 。 设 Riccat 方程 (4.3.20) 存 在 非 负 定 解 P>0, 且 4 + DB" P 为 稳定 阵 ， 
则 由 定理 4.3.1, 强 理 4.3.2 和 定理 4.3.5 AERE IL GC) |, < 1。 

必要 性 。 事 实 上 ,由 已 知 条 件 4 为 稳定 阵 , 即 4 没有 位 于 右 半 平面 的 不 能 榨 和 不 能 观 特 
征 值 ,因此 ,《4 ,BB) 能 稳定 ,(C,4) 能 检测 ,由 定理 4.3.1,Riceati 方程 (4.3.20) 存 在 非 负 定 解 
P= WaWi 20, H4 Re ¿(A + BB'P) <0, LIS 

在 定理 4.3.7 中 ,为 了 得 到 Riccati 方程 的 正定 解 P > 0, 需 要 附加 条 件 (C,4 ) 能 观测 。 我 
们 可 将 定理 4.3.7 重 述 如 下 。 

[推论 4. 3. 1】 设 严格 正则 传 函 阵 G(s) = CGL- 4)-18, 且 4 为 稳定 阵 , 则 
l GCs) | 。 < 1 的 充分 必要 条 件 为 Riccati 方程 (4.3.20) 有 非 负 定 解 P >0,B 4 + BBTP 为 稳 
定 阵 。 

如 果 还 有 (C,4) 能 观测 , 则 p > 0. 

对 于 一 般 的 正则 有 理 传 函 阵 

G(s) = C(s- AYIB + D.D #0 (4.3.21) 

则 定理 4.3.7 可 推广 如 下 。 

【定理 4.3.8] 设 GG)BSRG 20458, ID <1, 且 4 为 稳定 阵 , 则 1 GG Lu «1 

.97 . 


的 充分 必要 条 件 为 Riceati 方程 
P(A + BR-IDTC) + (A + BR D'C)'P + PBR B'P + C'(1 + DR DCO = 0 
(4.3.22) 


具有 非 负 定 解 p>0, A A+ BR-'( BTP+ DORBEK, HEP R= 1- DTD >0。 
4.3.4 ”Riccati 不 等 式 与 HERE 


回顾 4.2 节 及 。 标 准 控制 问题 的 定义 ,设计 控制 器 下 ,不 但 使 闲 环 系统 传 西 阵 的 H LEE 
满足 设计 要 求 ,而且 使 闭环 系统 内 稳定 。 上 小 节 , 仅 是 传 活 阵 GCS) Te s 闭 右 半 面 解析 的 前 提 
下 ,给 出 了 | GCs) |. <1 的 充分 必要 条 件 。 本 小 节 将 给 出 上 G(s) 上 。<1 且 G(s) 在 : 闭 右 
半 平 而 解析 的 充分 必要 条 件 。 
【定理 4.3.9】 RRENA EEEE G(s) = COGI - A) BL 8 A 为 稳定 阵 , 且 
ll GG 中。<1 的 充分 必要 条 件 为 存在 正定 隆 P > 0 满足 Riccati RER 
PA + ATP 4 PBBTP + CTC < Ü (4.3.23) 
DEW] 充分 性 。 设 存在 Poo 满足 式 (4.3.23) , 令 
Q= - (PA+ATP+ PBBTP + C'C)»0 
则 
PA + ATP = - Ü (4.3.24) 


其 中 个 = Q + PBBTP+ CTC> 0, B HE SE (4.3.24) Lyapunov 理论 (推论 6.2.1) 得 4 为 稳定 
阵 。 易 验证 


Fo GT Gs) = 14 GG - 207 (4.3.25) 
其 中 


a-[ ^ S]a [S] čt o 


HR(4.3.25) ERITAR 4 = TAT, B = TBLC S CT Rp 


rafi P 
lo r 
得 
I- G- 4)G(s) = 1+ G1 -A)-!'B (4.3.26) 

其 中 

a [-AT ATP+PA+CIC] , [PB] 、 

=f Ü P |: [76r -B'p] 
4 


E = ~ (ATP + PA + CC) = Q + PBB'P 
由 式 (4.3.26), 经 代数 运算 可 推 得 
1- GU(- )G(:) = N'(C- s)N(s) + 1 -BTPF-2PB VS = jo (4.3.27) 
其 中 
N(s)= L !PB+ L(sT- A) lB 
IRRE ERASE OLR) ,得 
48: 


I- BTPL2PB = (1 + B'PQ" PB] (4.3.28) 
由 式 (4.3.27) 和 式 (4.3.28), 得 
1- G'(-jo)GLGjo2 50, Y o 


I GG) Il = sup ol G(je)]<1 
必要 性 。 设 4 为 稳定 阵 , 且 1 GO) e «1,99 
I- B'C- 4- AT) !CTC(d- A) 'B>0,.V sje 
因此 ,存在 充分 小 正 数 。 > 0, 使 得 
1- B'C- d - AT) ! CC GIA) B5>0,.V se jor 
其 中 CT= [CT veal ERRA 
| C Gr- 4) 再 有 -<1 
医 此 ,由 定理 4.3.7 可 知 .Riceati J fe 
4TP+ PA + PBB'P + C'C + el = 0 (4.3.29) 
HE. 
4 M= PBB'P CC + e} »50,M- C'a Ch [PB CI], 则 式 (4.3.29) 可 以 表示 为 
ATPePAS-M 
因为 4 为 稳定 阵 , 且 可 验证 ( Cy,4) 能 观测 Ak H Lyapunov 稳定 性 理论 (定理 6.2.1) 88, P >0 R. 
A'P+PA+PBBTP+CIC= -el<0 PE 
类 侯 于 定理 4.3 8, 对 于 一 般 的 正则 有 理 传 丽 阵 , 上述 定 理 可 推广 为 如 下 定理 。 
[定理 4.3.10】 i G(s)= C(I- A) B.T D, A 为 稳定 阵 , 旦 1 GC) 1 。<1 的 充分 
MEAS | D |. <1, 且 存在 正定 阵 P > 0, 满足 Riccati 不 等 式 
P(A + BR-'D'C) + (A + BR-IDTC)TIP + PBR- B'P + C(I + DR! D')C < 0 
(4.3.30) 
其 中 ,R=1-D'D 
关于 定理 4.3.9 和 定理 4.3.10 中 Riceati 不 等 式 (4.3.23)、(4.3.30) 的 求解 ,可 将 其 转化 为 
Riceati 方程 。 下 面 仅 就 式 (4.3.23) 的 这 种 转化 给 出 证 明 , 我 们 有 她 下 定理 。 
【定理 4.3.11】 存在 正定 阵 p >0 满足 Riccati 不 等 式 (4.3.23) 的 充分 必要 条 件 是 存在 充 
分 小 正 数 = > 0 ,使 得 Riccati 方程 
P,A + ATP, + P,BBE'P, + CC + ef = 0 (4.3.3) 
RAEES Pi > 0。 
I 证 明 】 充分 性 。 如 果 存 在 。 > 0, 使 得 式 (4.3.31) 有 正定 解 P,, 则 比较 式 (4.3.31} 和 式 
(4.3.23) 可 知 , 己 = P, >0 满足 Riccati 不 等 式 (4.3.23) 。 
必要 性 。 设 存在 正定 阵 户 >0, 满 足 Riceati 不 等 式 ([4.3.23) , 令 


Q =- (PA + ATP + PBBTP + CTC) > 0 (4.3.32) 
并 且 , 令 Z=P i>0, 则 和 由 式 (4.3.32), 得 
Z(C'C+ Q)Z + ZA” + AZ + BB' = 0 (4.3.33) 


由 定理 4.3.4, Riccati 方程 (4.3.33) 的 正定 解 Z 关于 系数 阵 CTC + Q 具有 单调 性 ,于 是 可 知 ， 
对 于 充分 小 正 数 el < Anl OD ,存在 正定 阵 Z > Z( > 0) ,使 得 
ZCIC + e) Zi» ZIAT+ AZ, + BB' = 0 (4.3.34) 
了 


其 中 ,ws 表示 最 小 特征 值 。 故 P Zi > 0 满足 式 (4.3.31)。 EI 
【定理 4.3.32]. 如 果 存 在 。>0, 使 得 Ricoati 方程 (4.3.31) 有 正定 解 ,那么 ,存在 ss > 0, 使 
得 方程 (4.3.31) 对 于 任意 。e€ (0,e] 有 正定 解 , 且 
1 
Sa = Tr TA BT (e) HÀ 
其 中 ,T Ge) Te) 2 1- G" (92 GG. 
DE] 设 Ricci 方程 (4.3.31) 对 于 给 定 的 co > 0 具有 正定 解 , 则 由 定理 4.0. 11 和 定理 
4.3.9,4 为 稳定 阵 , 且 


(4.3.35) 


1G(s)1。<1 
所 以 , 同 定理 4.3.9 的 证 明 类 似 , 存 在 充分 小 的 e >0, 使 得 
T- B- sI- AY)" CIC GL - A)7UB > 0,V s = jo (4.3.36) 


其 中 ,cd- [cr Ju]. B)k,# 
I- G'(jw)G{jw) - sB'(-jel- AT) B0. V w 
I-i[T'j9)]-!B'C- jo - AT) Go - AY B[TGo)]^ 0, Ve (4.3.37) 
由 最 大 奇异 值 的 性 质 , 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


sup olyeljw - A) BT Ge) «I (4.3.38) 
或 等 价 地 
w". 1 
8595» = [GIO A Br IC) I aco 


由 于 4 GEHBCC,, AERA ,对 于 满足 式 (4.3.39) 的 任意 >0, 式 (4.3.36) 成 立 , 即 
l eG -A) B|. <1 


由 定理 4.3.7( 推 论 4.3.1) ,方程 (4.3.31) 有 正定 解 。 ja E 
[04.3.1] 以 如 下 标量 函数 说 明 H. 范 数 与 Riccat 方程 及 不 等 式 间 的 关系 。 设 
Gy) (a>0,b>0) 


R.C) s PHCEXHERUER 
16) 1, mp | 


je*a| 一 
BEI CQOl <1, HERY a b. 
A= -a,B- b, Cz 1,JU Riccati Jy & (4.3.20) fü Riccati 不 等 式 (4.3.23) 分 别 为 
R(P) = BP -2aPe.1-0 (4.3.40 
R(P) =P -2aP+1 <0 (4.8.40) 
实际 上 , 式 (4.3.40) 有 正定 解 


而 Riecati 不 等 式 (4.3.41) 的 正定 解 为 P< P < P, 
如 图 4.3.1 所 示 。 可 见 ,Riccati 方程 和 不 等 式 分 别 是 
标量 二 次 方程 和 二 次 不 等 式 到 矩阵 变量 情形 的 推广 。 


图 4.3.1 Rieni 方程 (不 等 式 ) 的 解 


4.4 状态 反馈 H.E SI 


4.4.1 基于 Riccati 不 等 式 的 状态 反馈 解 
设 广义 被 控 对 象 的 状态 空间 实现 为 


X = Ax + Byw + Bun (4.4.12) 
z = O,X + Duw + Dyu (4.4.1b) 
y= r (4.4.1c) 
即 
A B B 
soc Du | 
1 0 9 


其 中 x ER",wER’,zER",wER?,A、B1、B2\C1\Du 种 Di 为 具有 相应 维 数 的 常 阵 。 


对 上 述 广义 被 德 对 象 做 如 下 假设 : 
(AD CA, B) ERE. 
(A) Du=0,rank Di = p OIW). 


假设 (A, 为 系统 可 镇 定 的 一 个 必要 条 件 。 因 为 车 (4 , B,) 不 能 稳定 ,那么 ,就 不 可 能 存在 


使 岂 环 内 稳定 的 反馈 控制 律 x = Kx 。 因 而 ,万 控制 问题 就 不 可 能 有 解 。 

假设 (A2) 表 明 ,控制 月 标 聊 数 中 不 显 含 恕 声 干 抗 项 。 如 果 条 件 D. =0 不 满足 ,那么 ,可 以 
通过 所 谓 回 路 成 形 (Loop Shaping) 技 术 , 将 万 。 控 制 问题 等 价 地 表示 为 对 应 于 茶 一 个 满足 D1; = 
0 的 广义 被 控 对 象 的 及。 标准 控制 问题 "3, 或 者 直接 利用 文献 [41] 和 [60] 给 出 的 基于 Riccati 
不 等 式 的 解法 。 也 就 是 说 ,假设 (A,) 只 是 为 了 技术 处 理 上 简单 而 引进 的 ,并 不 影响 间 题 的 一 般 


性 。 
对 于 系统 (4.4.1) 和 给 定 的 Y>0, 所 要 求解 的 问题 为 : 
【问题 4.4.1] 设计 状态 反馈 控制 律 


u = Kx,K € R" (4.4.2) 
使 得 闭环 系统 内 稳定 ((4 + B KRE) 
le, Gl: (4.4.3) 
其 中 GORRA w 到 z ARIE SEE , 
将 式 (4.4.2) 代 人 系统 (4.4.1) ,并 利用 假设 (Az) ,有 
£ = (A + B,K)x + Bw {4.4.4a) 
z = (CG, + DokK)x (4.4.4b) 
电 此 得 
sos A«B,K B, 
C «DK 0 


【定理 4.4.1] 设 广义 被 答对 象 (4.4.1) 满 足 假设 (A1) CAS) , 则 问题 4.4.1 有 和 解 的 充分 必 


要 条 件 为 存在 正定 阵 P >0 满足 Riceati 不 等 式 


ATP + PA +7PBBIP+ Ci C, - (PB, + CTD) (Dh D.) (BIP + DIC) < 0 


(4.4.5) 
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若 不 等 式 (4.4.5) 有 解 忆 >0, 则 俩 闭环 系统 内 稳定 , 且 式 (4.4.3} 成 立 的 状态 反馈 阵 由 下 式 给 出 
K =- (DD) GP + DC) (4.4.6) 
DER] 闭环 系统 内 稳定 等 价 于 4r = A + BK 为 稳定 阵 。 由 定理 4.3.9 可 知 , Ax H 
定 阵 , 且 式 (4.4.3) 成 立 的 充分 必要 条 件 为 存在 已 >0 ,满足 


PA, + ARP + y2PB BIP + CICr < 0 (4.4.7) 
整理 ,得 
PA + ATP Y 2PB BIP + CIC, - (PB, + C] Do) (DED2) (BIP + DRG) + MYM, < 0 
(4.4.8) 
其 中 


M, = Dn[ K+ (D5Di)) (BIP + DEC)] 

必要 性 。 如 果 存 在 反馈 阵 K, 使 得 Ar 稳定 , 且 式 (4.4.3) 成 立 , 则 式 (4.4.7) 有 正定 解 > 
0, 进 而 由 式 (4.4.8) 可 知 ,P 满足 Riccati 不等式 {4.4.5)。 

充分 性 。 如 果 式 (4.4.5) 有 正定 解 P>0, 令 等 于 式 (4.4.6) 右 端 , 则 式 (4.4.8) 成 立 ,等 
价 于 式 (4.4.7) 成 立 。 放 Ak 稳定 , 且 式 {4.4.3) 成 立 。 u^ 

假设 (4s) DL[C, Diz]=[0 I] ( 正 交 条 件 )。 

假设 (43) 的 正 交 条 件 DI C =0 和 DI, Du = 了 ,是 为 使 评价 信号 上 z1? PREHR u Meh 
交叉 项 ,此 时 

Iz 人 = xzrCTCiz are 

使 推导 简洁 。 若 不 满足 正 交 条 件 ,可 用 矩阵 变换 方法 将 其 化 为 上 述 形式 。 详 见 文献 [191 的 
3.6 节 。 

【推论 4.4.1] 在 假设 (4,)、( 4,) 《43) 下 ,问题 4.4.1 有 解 的 充分 必要 条 件 为 Riccati 不 
等 式 


PA + ATP + P(Y B.B ~ B3BDP + CIC, < 0 (4.4.9) 
ERES P> 0, 3 GUERRE DRE H F AB 
K = - BIP (4.4.10) 


假设 (As) Da =0.Dia=0。 

Dy =0 为 前 面 所 讨论 情形 的 一 个 特例 。 此 时 ,为 证 明 状态 反馈 控制 律 存在 的 条 件 的 必要 
性 , 筑 要 如 下 引 理 。 

[34.4.1] 设 0ER"*" 为 实 对 称 阵 , 上 LE R'*" SE EBE H rank L = r。 若 对 于 满足 
Lr =0 的 任意 非 零 向 量 xER",x"Qr <0 成 立 , 则 存在 正 数 ro > 0, 使 得 


Q- pL. (4.4.11) 
对 所 有 p> po 成立。 
[uH] 因为 工行 满 秩 , 所 以 存在 非 奇 异 方 阵 TE R"*" ,使 得 
LT=[1 0) 
对 于 给 定 的 p > 0,0 - pLTL <0 的 充分 必要 条 件 为 
T(Q- aLTL)T = b n A <0 (4.4.12) 


成 立 。 而 任意 满足 Lx = 的 xER* 均 可 表 永 为 
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° 
= 了 
= 中 | 
其 中 ,yE RR" 为 任意 非 零 向 量 。 故 出 假设 x 9x <0, 得 
9 
[0 Xe -2y'üa) «0, V y€R'" 


Bi Qu«9. BEUL 1B Schur 补 引 理 ( 引 理 4.4.3), T" (Q - nL'L) T < 0 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
- 1 + (Qn - QuQz Qh) < 0 (4.4.13) 
令 
Ho = Àmal Qu ~ Q5 Qn'n] <0 
则 对 于 所 有 jp > Po, 式 (4.4.13) 显 然 成 立 , 即 
Q- pE L«0 EE 
【定理 4.4.2]. 对 式 (4.4.1) 的 广义 被 控 对 象 ,在 假设 (Al) (As) 下 ,问题 4.4.1 有 解 的 充 
分 必要 条 件 为 存在 正 数 。 > 0, 使 得 Riccati 不 等 式 
PA + ATP + P(y2B BT - e 2p BIP + CIC, <0 (4.4.14) 
存在 正定 解 P» 0. Pos (4.4.14 E OE SEE DH BITES RAAE, ELS (4.43) HE 003348 5 
俩 控制 律 由 下 式 给 出 


K=- zaate (4.4.15) 

DEM) 在 假设 (4) 和 (A) 下 ,由 广义 被 控 对 象 (4.4.1) 和 (4.4.2) 构 成 的 闭环 系统 为 
x = (A+ B,K)x + Bw (4.4.168) 
z = Cr (4.4.16b) 


充分 性 。 设 存在 = >0, 使 式 (4.4.14) 有 正定 解 , 且 p 由 式 (4.4.15) 给 定 。 则 式 (4.4.14) 成 


为 
PlA+ BK)+(A+ ByK)YP+ y`’ PB BIP + CIC, «0 
故 由 定理 4.3.9,4 + B.K 为 稳定 阵 ,有 
lz Gals) |. <1 
其 中 G.(s)= C(s- A- BK)! Bio BEA 
l Gal < 

世事 性 。 设 存在 K R 4 + B,K BE, HSR(4.4.3) 3E, Rp E38 4.3.9 FEE EE 

Poro RE 
P(A + B;K) + (A + B3KY Py + Y° PaB, BIP, + CTC, < 0 (4.4.17) 
* 
Q = P,A + A'Po + Y "PoB BIPo+ CTO, 
L= BIP, 
则 由 式 (4.4.17) 可 知 ,对 于 任意 满足 Lx = BIP, X -0 的 非 零 向 量 XC Roux T Qr <0 成 立 。 根 
据 引 理 4.4.1 ,存在 pa >0, 使 得 
Q- PU L <0, Y p > po 
即 
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Po4 + ATP, PUT BBI- eB,BI)Pp + CIC <0 


Qez 


Za Po 满足 式 (4.4.14)。 d 

4.4.2. 基于 Riccati 方程 的 状态 反馈 解 

对 于 广义 被 控 对 象 (4.4.1) 做 如 下 假设 : 

(B) (A, BJERE, (C AEAN, 

(B) Duz0, 

(B) DL[C, Dyle[0 I) 

以 上 假设 条 件 的 解释 同上 小 节 。 

【定理 4.4.3】 对 满足 假设 条 件 (B) ~ (BB) 的 广义 被 控 对 象 (4.4.1) ,问题 4.4.1 有 解 的 
充分 必要 条 件 为 存在 矩阵 P= PT >0, 请 足 如 下 Riccati 方程 


ATP + PA + (Y? BIBT - BBIP + CIC = 0 (4.4.18) 
且 使 闭环 系统 内 稳定 的 状态 反馈 阵 由 下 式 给 出 
K=- BIP 


【证 明 】 充分 性 。 设 存在 矩阵 P= P'> 0 满足 方程 (4.4.18), 则 考虑 到 假设 (Js ) 的 正 交 
性 条 件 ,方程 (4.4.18) 可 改写 为 
(A - BBIP)P+ P(A - B.BIP)+ Y ! PBLBTP + (C, - DoBJP)TCCI- DpBIP)= 0 
将 有 = -BoP 代入 上 式 , 得 
(A + BK)P+ P(A + BK)+ y2PB BIP + (C, + DoK) (C, + DoK) = 0 
(4.4.19) 
根据 定理 4.3.7, 如 果 (4 + B KARE , 则 由 式 (4.4.19? 可 知 
l Gulla = | (C+DoKk)(s- A - ;/K)! Bill ev 
下 证 (4 + BoK) 稳 定 。 反 证 。 设 方程 {4.4.18) 的 解 P= PT» 0, H K= - BIP, I À + 
ByK = 4 - B,BIP 不 稳定 , 即 存在 Re 4>0 ,满足 
(A + B,K)z = àx (4.4.20) 
其 中 xx0。 用 x" 和 * 分 别 左 乘 和 右 乘 方程 (4.4.19) ,得 
x'(A& B,KÜ Px « x' P(A+BK)r= - Y ?x' PBI RTPr —r (C + 
DoK) {Ci + Do K)z 
考虑 到 式 (4.4.20), 上 式 成 为 
2Re Ax' Pr= -7 PB, BIPxz - x (C + Dn K)'(C, + Dp KO x 


x 
2Re Ax" Pr 0 
-Y7x' PBBIPx - r" (C) + DG4KO CC, + Do K) x <0 
由 此 可 知 , 必 有 
- Y7!x' PBBIPx - x* (Ci + DaK) (C+ Ds K)x 50 
即 


BIPx = 0,(C + Do K)x = 0 (4.4.21) 


将 上 式 中 的 第 二 式 左 习 D» ,并 利用 正 交 条 件 (B), 则 得 
DLG, Dy: K)x = Kx = 0 
再 由 式 (4.4.21) 的 第 二 式 ,得 
Cix=0 
另 一 方面 ,有 
(A + B,K)x = Ar=ir 
故 由 Cir =0 H Ax = àx 可知 ,) 为 (C1,4) 的 不 能 现 特征 值 。 这 与 假设 (B1) 的 {Ci ,4 ) 能 观测 
F, A + B,K = 4 - BBIP 稳定 。 
必要 性 。 设 存在 状态 反馈 阵 ,使 4 + B.K 稳定 ,县 使 
l Gua la = Îl CC + Doo -A- Bui"! Bills 
则 根据 定理 4.3.7, 必 存在 P = PU» 0, 满 足 如 下 Riccati 方程 
CA + B,K)'P+ PCA + B,K)+ Y PB BIP + (C, Do K)' (C + Do K) = 0 
利用 假设 (Bs), 上 式 成 为 
AT + PA + P(y 2n; BT- B.B) P+ CIC + (K+ BIP) (K + BIF)=0 
因为 (K+ BIP)'(R + BIP) 0, AHEM 4.3.3 可 知 , 必 存 在 P= PT 五 >0, 满 足 如 下 Ric- 
cati 方程 
ATP + PA + P(Y -2 是)BT- B,BI)P + CIC 50 证 些 
注 当 Ho PENETER y— e BÍ, Riccati 方程 (4.4.18) 退 化 为 一 般 LQ 问题 中 的 Riccati 方 
程 。 就 是 说 ,这 时 的 五 。 意 义 下 的 最 优 控制 问题 就 转化 为 一 般 线性 二 次 型 意义 下 的 最 优 控制 
问题 。 因 此 ,LQ 最 优 控制 可 以 看 做 为 再。 最 优 控制 的 一 个 特 俩 。 
假设 (B) Dy =0,Dis =0。 
【定理 4.4.4】 对 满足 假设 (B,) (B4) 的 广义 被 控 系 统 (4.4.1) ,问题 4.4.1 有 解 的 充分 必 
蓝 条 件 为 存在 矩阵 P= PT > 0, 满 足 如 下 Riccati 方程 


ATP + PA + P(Z1B BT - e 1p,BT)P + CEC, = 0 (4.4.22) 
相应 的 使 (4 + B,K RUE IER GS REIR EF 3 
K=- im 


假设 (B;) (4 ,B,) 能 稳定 ,( Cl,4)}) 能 检测 。 

【定理 4.4.5】 对 于 满足 假设 (B,)、(Bs)、(B;) 的 广义 被 控 系 统 (4.4.1) ,问题 4.4.1 有 解 
的 完 分 必要 条 件 为 Riccati 77 E 

ATP + PA + P(Y B BT - BBIP+ CIC = 0 (4.4.23) 
FERMER P-P'LO H(A-YBBIP- B,B81P) 稳 定 。 相 应 的 使 (A4 + B8;K) 稳 定 的 状态 
反馈 阵 上 由 下 式 给 出 
K= -BiP 
[ 例 4.4.1] 设 二 维 线性 系统 为 
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x) [f A 

<- 四 -| 

要 求 设 计 状 态 反馈 控制 律 有 ,使 闭环 内 稳定 , 且 使 传 函 GL COME I Ga ll e <20 
[ 解 】 易 验 证 ,该 系统 满足 假设 (B) ~ (B5) ,根据 定理 4.4.3, 正 使 闭环 内 稳定 , 且 使 

l G, l o < 2 的 充分 必要 条 件 为 Riceati 方程 (4.4. 18) 存 在 解 P = PT> 0， 由 Matlab 可 解 得 

:[7 Pu I oed zum] 

Pa Pn 5.9787 14.3464 
相应 的 状态 反馈 控制 律 为 
u= Kr= -BiPpr=[-4.3070 -5.9787]x 


4.4.3 状态 反馈 的 一 般 解 
设 广义 被 控 对 象 5 的 状态 空间 实现 为 


X = Ax + Biw+ Bu (4.4.24a) 
z = Cif + Duw + Dpu (4.4.24b) 
ys (4.4.24c) 
Bp 
[A B OB 
G(s)=| C, Du De 
I 0 0 


我 们 不 对 Du 和 Du 附加 任何 条 件 ,也 就 是 说 ,我 们 将 在 较 一 般 的 意义 下 ,求解 状态 反馈 
解 。 
下 面 采 用 矩阵 的 满 秋分 解 技术 ,求解 式 (4.4.24) 的 状态 反馈 解 。 
令 rank( Dy) = i( m) > 0 
心 和 如是 满足 下 式 的 任意 矩阵 
Dp= UXZ,UCR"", F€ RP»? 
rank U- rank E = i 
选择 矩阵 DER? O ERWE 
TET = 0,00; = T 
当 i=p 时 , 即 D1 为 列 满 牧 时 , 则 de -0, EX 
R-I«Du(YI-DjDG) DE (Dn=0,R=1) 
H.-Y(XEUCU(URU)U(EEUEX 
显然 , Dw =0 时 ,四 = 天 再 =0。 
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Arz A & BO - DI D.) D.C, 
Br= B. + By - DI Du) DL Dn 
定义 Css [1+ Da OPI- DI Du) DR]? C, (4.4.25) 
Dr= BPI- DI D.) 2 
F,=[I+ Du OPI- Dh Di) Dh Dy 
【定理 4.4.6]. 对 于 满足 (41) 的 系统 (4.4.24) ,使 得 存在 状态 反馈 阵 ,满足 4 + BKE 
定 , 且 
IKE PET 
其 中 
G, (s)=(C, + DIK)(sI- A- BK)! Bie Du 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 
(1) DhDu < Zt 
(2) 存在 常数 C > 0 和 正定 阵 O ,使 得 Riceati 方程 
(Ar - BH ,FTC,)' P + P(Ap - BLH,FTC) + PD:DTP - PB;H;B1TP 


- LPB/DYOHBIP + CCO- F-HFT) Cr+ Q =0 (4.4.26) 
FEER P0. ELRABI LU EROR 38 093828 5 tt kE DT 
K =- [eye + H,)BIP - rie, (4.4.27) 
DER] 4 


Arz=A+B,K,CkK= C, + DK 
则 
Gauks) = CeGE- A7 Bj Du 
充分 性 。 设 条 件 (1) 和 (2》 成 立 , 且 反馈 阵 K H xL (4.4.27 8 E e» 00 Q > 0 fi 
14.4.26) 具 有 正定 解 P >0。 利 用 等 式 
HFF rH; = H; 
由 式 (4.4.26) ,经 整理 ,得 
AKP + PAr+ (PBi + CDU (Y 1 - DI Dn) GTP + DI Cr) + CIC + Q-0 
注意 到 Q >0, 由 定理 4.3.10,4x BE, E | G, (s) ll e «ve 
必要 性 。 条 件 (1) 的 必要 性 显然 。 
设 存在 KB A BEH | Gu(s) |. < ”, 则 由 定理 4.3.10 和 定理 4.3.11, 存 在 正定 阵 
Qi(= ef) 和 P 了 >0, 使 得 
ARP + PA (PB, + CDu) OPI- Dh Du) (BIP + DN C.) + CIC + Q1=0 
从 而 有 
AKP + PA, + PD,DTP + K'CFTC, + BEP) + (FICo + BPY K + K FLEK + CCo 4 Q = 0 
EX T-[Y' P; ER (F i= p, W T= 57)。 因 为 "为 列 满 秩 ,而 $F 与 7 hx 
(@,Z'=0), B DrD = 三 知 了 为 非 奇异 矩阵 。 令 


=|] -TUK 
IPIE 
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则 有 

K'FIF,K + K'(FTC; + BIP) + (FTCy + BEPY'K = 

L]IEZ'U'RUXE'L,* L]E(FTC, 4 BTP)+ (FIC, + BIP)' E'L, + LIO,BTP + 

PBQDIL,- W'W -(FICr.4 BFP) HE( FHC + BTP) + LOB P + PB DLL, 
其 中 

W = (U' RU)SCEE) L, + (U RU) 3X!) ^ (FIC, + BTP) 

因此 

ATP + PAp+ PD:DTP + CIC: + Qi + WTW - (FICp + BIP) Hp FYC, + BTP) + 

Lio,BiP + PB DTL,= 0 

对 于 所 有 使 得 OBP = 0 的 非 零 向 量 x, 下 式 成 立 

AAFP+ PA, + PDDYP + CTC; - (FYCr+ BEP) HeCFTCo + BP) x « - x" Qux <0 
由 引 理 4.4.1 可 知 ,存在 s > 0,453 AB BEA SES RE sr 

ATP + PA; + PD,DTP + Cjcr- (FT, + BIP) HL CFT, + BIP) -EPBD ID BEP <0 
ELERE 如 为 
- Q = ATP + PA; + PD;DTP + CIC, - (FIC + BEP) Ho ( FTCo + BYP) - Terao yoBIp 

M) >0。 从 而 条 件 (2) 成 立 。 3G 

值得 注意 的 是 在 定理 4.4.6 中 ,车 附加 条 件 (A,)、(&), 则 可 得 推论 4.4.1。 事 实 上 ,在 假 
设 (如 ) GO FR = 1, Do3. AE, 9: =0, 且 E EAR He = I。 进 而 由 DBC =0， 
可 得 CTFe =0。 

若 再 附加 条 件 ( 和), 则 可 得 定理 4.4.2。 

我 们 看 到 ,前 面 两 小 节 所 得 到 的 状态 反馈 解 , 均 可 由 本 小 节 的 定理 4.4.6 推出 。 因 此 ,我 
们 称 本 小 节 所 得 的 状态 反馈 解 为 状态 反馈 一 般 解 。 


4.4.4 状态 反馈 的 完全 解 
设 广义 被 控 对 象 6 的 状态 空间 实现 取 如 下 的 特殊 形式 


A B, B, 
)= (4.4.28) 
d GI RI 
此 时 ,= | 7] , 即 广义 被 控 对 象 的 闫 态 x 和 外 部 干 拓 输入 w 均 能 量 测 到 (完全 可 检测》, 均 能 


直接 用 于 控制 律 的 设计 。 式 (4.4. 28) 结 构 的 广义 对 象 对 应 的 Hu, 控制 问题 ,也 称 为 全 信息 
(Fall Information) 问 题 ,相应 的 状态 反馈 解 称 为 完全 解 、 
设 式 (4.4.28) 的 G 满足 如 下 假设 条 件 : 
(C) 《4 ,8,) 能 稳定 。 
(G) Dh[C, Dx]=[0 I] 
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(G) D4-9. 

(G) G(s) 在 庶 轴 上 无 零点 。 

(C1) 是 镇 定 系 统 所 必需 的 ,(C,) 和 (Cs) 如 前 所 述 , 则 是 为 了 推导 简便 。(C,) 则 是 本 节 所 述 
方法 的 必要 条 件 。 

对 广义 被 控 对 象 (4.4,28) ,我 们 的 自 的 是 求 对 应 的 Hu 标准 控制 问题 可 解 的 充分 必要 条 
件 ,并 求 使 用 环 系统 内 稳定 且 1‖ G, (s) ||. <1 WAE x 


反馈 控制 妖 e F 


u = K(s)y = K,(s)z + K,(s)w (4.4.29) Š y 
其 中 K(5)=[K(s) KG. 
显然 ,控制 器 (4.4.29) 为 动态 控制 疾 , 且 包括 状态 9n 下 
反馈 和 干扰 前 局 两 个 部 分 。 严 格 地 说 , 控制 器 
(4-4.29) 已 经 是 动态 输出 反馈 控制 器 。 为 推导 控制 器 Paasi 


(4.4.29) , 先 介绍 如 下 引 理 。 
【 引 理 4.4.2】 考虑 图 4.4.1 所 示 反 馈 系统 。 其 中 
Gauls) ud 
Ga) GaG) 
E G- s)G(s) 2 1,65 (3) € RH。, 则 该 系统 内 稳定 且 上 G(s) | 。< 1 的 充分 必要 条 件 是 
QG)CgH. Hii lH Q(s) set. 
该 引 理 的 证 明 可 参见 文献 [42] 的 引 理 15 或 文献 [17] 的 引 理 6.4.6。 
【 引 理 4.4.7]. 设 广义 被 控 对 象 (4.4,28) 满 足 假设 (Ci) ~ (Cs)。 如 果 Riccati 方程 
PA + ATP + P(B,B] - B,BDP + CIC I = 0 (4.4.30) 
有 解 P 之 0, 使 得 4 + (B, BI - B; BI) P 是 稳定 阵 . 则 万 .标准 控制 问题 有 解 ,并 县 所 有 解 由 下 
式 给 出 


co -| 


K(G)-[-Q(2F,«F; QG] (4.4.31) 


其 中 ,Fl = BIP, F= -本 PP 而 &@(s) 是 在 * 闭 右 半 平 面 解析 且 ‖ OC) ll a <1 的 任意 有 理 
函数 阵 , 即 QU S) = FE。 

【证 明 】 设 Riccati 方程 (4.4.30) 存 在 半 正 定 解 P 0,0818 A + (B.BT- B.BT) P 是 稳定 
阵 。 以 下 证 明 使 闭环 系统 内 稳定 且 EG, GO |< < !1 的 控制 器 由 式 (4.4.31) 给 定 。 

令 KK(s) 由 式 (4.4.31) 给 定 , 则 闭环 系统 为 


X - Ar+ Bw+ Byu (4.4.32a) 

zc Cu Dou (4.4.32b) 

u = (- QU)F, + Fx + Q(s)w (4.4.32c) 

定义 辅助 信号 
r=u- Fx (4.4.33) 
则 闭环 系统 (4.4.32) 可 以 表示 为 

x = Apm + Bow + Br (4.4.34a) 

z = Cg + Dyv (4.4.34b) 
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y =- Q(s)F x + Q(s)w 《4.4.34c) 
其 中 4r= A + B Fz, Cr = C, + Dg Fs. 


* 
$-i-F, y= Fx+tw (4.4.35) 
则 闭环 系统 (4.4.34) 可 以 表示 为 图 4.4.2 MRAN w > L 2 2. 
中 ,等 价 的 广义 被 控 对 象 G(s) 由 下 式 给 定 。 d 
| Ap B, B, x | 
G(s) = Cr 0 Dg (4.4.36) 
_F 1 O go 


所 以 ,由 引 理 4.4.2 可 知 ,如 果 

(1) Ar 是 稳定 阵 。 

Q 6-360 -1. 

(3) Ga G)s[I- FiGsE - A9) Bi] € Rue 
则 ,对 于 任意 Q(s)E RE (I| Q) o «12, 8 4.4.2 EO EISE B | Gals) l. <1, 
定理 得 证 。 

因此 ,以 下 只 需 证 明 (1) ~ (3) 成 立 。 

(1)  Riccati 方程 (4.4.30? 可 以 表示 为 

PA; + ATP = - CIO, (4.4.37) 


图 4.4.2 BARTRA 


其 中 


HA A [0 -BJCcr=-4-B:BJP+RBIBTP 是 稳定 阵 ,所 以 (Cr,4r) 是 能 检测 的 。 故 由 
Lyapunov 方程 (4.4.37) 和 6.2 节 的 定理 6.2.2 可 知 ,4r 为 稳定 阵 。 


(2) 令 
0 Di 
B= [B. ml.b=-|, t] 
mu 
A; B 
wfe f] 
€, b 


不 难 验 证 ,D7D=1 且 DTCp + 有 TP =0。 再 考虑 到 式 (4.4.37) , 则 由 文献 L19] 的 引 理 2.6.1, 08. 
G'I- s)Ê(s)= 1, 
(3) BD Gs G) [Az By, - Fo D^! S [Ag Bi FiB F, ET fi 
Apt BF, =A- B,BIP + BBIP 
是 稳定 的 , 故 Ôa (s) E RH。。 
最 后 ,证 明 所 有 满足 Gulo) ||. < 的 控制 器 均 可 表示 为 式 (4.4.31) 的 形式 。 设 Kls) 
使 闲 环 系统 内 稳定 , 且 上 G(s) | 。<1, 则 Guo(s)E RE。。 由 图 4.4.2 可 知 
Gals) = Gu(s) + Gg COGUU) (4.4.38) 
* 110 


其 中 Gu(s) 表 示 从 w Sl» HAEE, $ 
QU) = [I + 6,0063 G) 65017 Gals) Ês) (4.4.39) 
RJ 
Gals) = OEI - Gn GO Q(s)] Gs) (4.4.40) 
X555 (4.4.40 A AR (4.4.38) ,得 
GG) = 646) Ĝu QE 8562000]7 630) = LEICGGO Q(5)) 
由 定理 前 一 部 分 的 证 明 可 知 ,(1) ~《3) 成 立 , 故 由 引 理 4. 4:2, 5X (4.4.39) fiib OCs) € 
RSEN Q(:) | ote 
由 式 (4.4.40) 和 式 (4.4.33) 可 知 
um Fart ve Far + Gn we Far OGN- Fira wsl- GF oo|] 
证 学 
在 控制 器 集合 (4.4.31) 中 ,如 果 取 Q(s) =0, 则 K(s)=[F, 0], 即 控制 器 中 包含 状态 反 
馈 项 而 不 含 干扰 前 馈 项 。 我们 有 
u = Fx =- BIPx (4.4.41) 
定理 4.4.7 表明 ,广义 对 象 (4.4.28) 的 五 > 标准 控制 问题 解 存在 的 一 个 充分 条 件 是 Biccati 
方程 (4.4.30) 具 有 半 正 定 解 P>4。 实 际 上 ,这 一 条 件 也 是 必要 的 。 必 要 性 的 证 明 是 HERI 
理论 中 推导 最 为 繁 下 的 部 分 。 比 较 完整 的 证 明 方 法 是 由 文献 [和 2] 给 出 的 基于 Hankel — Toeplitz 
算计 理论 的 方法 。 有 关 这 一 方法 的 详细 讨论 ,可 参阅 文献 [17] [42]。 必 要 性 的 证 明 也 可 以 直 
接 从 传递 函数 人 手 , 详 见 文献 [19] 。 


4.4.5 基于 LMI 的 状态 反馈 解 


Riccati 不 等 式 (方程 ) 的 求解 往往 依赖 于 参数 的 调整 ,并 且 无 法 对 性 能 指标 y 进行 优化 。 
币 线 性 矩阵 不 等 式 (LMI) 方 法 可 以 克服 Riccati 方法 的 上 述 缺 点 。 近 年 来 ,LMI 方法 广泛 应 用 于 
E 万 ,控制 问题 的 求解 ,大 有 取代 Riccati 方法 之 势 。Matlab 已 开发 出 LMI 求 解 工 具 箱 ,为 控 
制 系统 仿真 与 设计 提供 了 极 大 的 方便 。Riccati 不 等 式 为 二 次 矩阵 不 等 式 ,将 二 次 矩阵 不 等 式 
转换 为 线性 矩阵 不 等 式 ,Sechur 补 引 理 起 着 决定 性 的 作用 。 因 此 ,我 们 将 首先 介绍 Sehur 补 引 理 
并 给 出 证 明 。 需 要 注意 的 是 并 不 是 所 有 的 二 次 和 矩阵 不 等 式 都 能 转换 为 线性 矩阵 不 等 式 。 

【 引 理 4. 4.3] (Sekur 补 引 理 ) 对 于 任意 分 块 Hermitian 矩阵 


Qu Qo 

92-|.. | (4.4.42) 
Ca Q> 
Q> 0 当 且 仪 当 

a 22 (4.4. 432) 
Qu - Qo Q> Qo > 0 (4.4.43b) 
i >0 {4.4.44a) 
Qn - Q Qu Qo > 0 (4.4.44b) 


DER] 必要 性 。 设 8 > 0。 我 们 仅 证 明 式 {4.4.43)。 显 然 Q. >0 是 必要 的 ,根据 Q 
LAR s io 


的 分 块 ,将 向 量 * 分 块 为 
x=[xr c] 
我 们 有 
x^Qx = xí Qux, + 2x/ Qut, + x; Quz; (4.4.45) 
S x 满足 方程 Qo x, =0。 如 果 Corazx0. 令 为 = -agox.a» 0.90 
x" Qz = a° x Q Qu Qux- 2ax7 Qh Qus: 
上 式 对 充分 小 的 a > 0 是 负 定 的 。 所 以 ,对 所 有 满足 Qux; 20 的 n, VA @oxz=0。 这 意味 
着 Qui EUR @2 诸 行 的 线性 组 合 , 即 
Qn = Ln (4.4.46) 
对 某 矩阵 工 ( 非 崔 一 ) 成 立 。 
由 于 Qi > 0, 对 任意 zi, 式 (4.4.45) 式 的 二 次 型 关于 x; 有 极 小 点 。 于 是 , 式 (4.4.45) 对 
x, 求 偏 导数 ,我 们 有 


alx” H * 
es 29; *20nx7205L' ri+20ozy 


解 得 


QaL'x; = - Qux: (4.4.41) 
Tes (4.4.46) 51 (4.4.47 ARAR (4. 4,45) ,我 们 得 到 对 任意 x1, — KE x" gx XT x; 的 极 
小 值 为 
minae Q = xr (Qu - nL" Ja = zi (Qu - Qu - 05 QFN) rt 
因此 , 式 {4.4.43b) 是 必要 的 。 
充分 性 。 条 件 (4.4.43) 陷 含 对 任意 x1, 二 次 型 x" Qe 关于 za 的 极 小 值 是 正定 的 ,所 以 条 
件 (4.4.43) 也 是 充分 的 。 Lis 
下 面 的 定理 给 出 了 基于 LMI 的 状态 反馈 及. 控制 问题 的 解 。 
【定理 4.4.8]. 对 于 满足 假设 (B) ~ (B;) 的 线性 定常 广义 系统 (4.4.1) 和 给 定 的 正 数 y > 
0, 存 在 状态 反馈 阵 六 ,使 式 (4.4.3) 的 性 能 指标 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 正定 对 称 阵 P, 和 
矩阵 户 , 使 得 下 式 成 立 
m + PiAT+ B.P. + PaB} + Y2B,B]. (CP, + Dos 
CiP, + DiP, -I 
相应 的 系统 (4.4.1) 的 镇 定 控制 律 为 
u = Kx = PPilx (4.4.49) 
注意 到 ,矩阵 不 等 式 (4.4.48) 线 性 ( 仿 射 ) 依 赖 于 未 知 矩 阵 变 量 P. .P,, 故 称 其 为 线性 矩阵 
不 等 式 。 
DER] 充分 人 性。 由 Schur 补 引 理 , 线 性 矩阵 不 等 式 (4.4.48)} 等 价 于 如 下 二 次 矩阵 不 等 式 
AP, + P,A + B.P, + PB] + Y7B, + (CP, + DP.) (C, P, + DP < 0 
(4.4.50) 
很 设 存在 正定 对 称 阵 P, MER P, 满足 矩阵 不 等 式 (4.4.48) ,也 即 满足 不 等 式 (4.4.50) 。 


y 
E 0 (4.4.48) 


$ 


w Wg 


K= PP1! 
则 可 将 不 等 式 (4.4.50) 改 写 为 
(A + B;K)P, + PA + BK)T + Y2B BT + P,(C,  D;KY CC + Do K)P, <0 
(4.4.51) 
K P= Pi!>0, 并 将 式 (4.4.51) 两 边 分 别 左 乘 和 右 乘 矩阵 P WA 
(A + B,K)'P 3 P(A + BK) + Y2PB BIP + (C, + DaK) (C, + DoK) < 0 
(4.4.52) 
因此 ,根据 定理 4.3.9, 可 得 
l Gauks) ll a < 7 
H(A + BK) HREM. AEE. 
必要 性 。 假 设 存在 状态 反馈 阵 无 ,使 矩阵 (4 + BuK) 称 定 , 目 式 (4.4.3) 的 性 能 指标 成 立 。 
F Pl=P-'>0, 则 由 式 (4.4.52) 可 得 式 (4.4.51)。 再 令 P, = KP1, 则 由 式 (4.4.51) 可 得 式 
(4.4.50) , 旦 式 (4.4.50) 与 式 (4.4.48) 等 价 。 必 要 人 性 得 证 。 证 些 
将 线性 矩阵 不 等 式 (4.4.48) 各 分 抉 元 罕 同 时 乘 以 Y>0. 并 记 P, = Y! PL P; = Y PLUIE 
AP, + P,AT + B;P, + P,BT + BBY (C,P, + Dap)” 
CiP, + DuP, -Yu | vv 
式 (4.4.53) 仍 为 线性 矩阵 不 等 式 。 我 们 注意 到 ,线性 矩阵 不 等 式 (4.4.48) 或 (4.4.53) 是 利用 
Schur 补 引 理 ,由 二 次 矩阵 不 等 式 ( Riccati 不 等 式 ) 得 到 的 。 可 见 Schur 补 引 理 在 这 种 转换 中 的 
重要 作用 。 
根据 定理 4.4.8, 状 态 反 馈 B. 控制 问题 ,可 以 转化 为 式 (4.4.48) 或 式 (4.4.53) 的 线性 矩阵 
不 等 式 的 优化 问题 


(4.4.53) 


min y 
| 式 (4.4.48) 或 式 (4.4.53) 成 立 (4.4.54) 
d > 0 或 FE >0 
其 中 式 (4.4.48) 或 式 (4.4.53) 右 端 和 矩阵 是 优化 变量 P P 和 正 数 7? 的 线性 ( 仿 射 函数 。 也 
就 是 式 (4.4.48) 或 式 (4.4.53) 的 不 等 式 约束 为 线性 矩阵 不 等 式 约 束 。 
如 果 我 们 以 
F(x) < 0 (4.4.55) 
RERA ELTENS PR SSH ER x 为 优化 变量 LE (x) A r BIRTE C S) E B eg c 
可 以 证 明 线性 矩阵 不 等 式 约束 (4.4.55) 为 凸 约束 。 事实 上 ,如 果 有 五 (zi) «0 FI F(x,) «0. 
则 对 于 任意 0< <1, 显 然 有 
F(axy t (1 - aà)x) zaF(x)) * (1- a) FÉ x5) «0 
成 立 。 因 此 ,优化 问题 (4.4.54) 实 质 上 是 线性 目标 函数 在 凸 约束 下 的 优化 问题 , 即 是 一 种 典型 
的 凸 优化 问题 。 
式 (4.4.54) 给 出 的 优化 问题 ,可 以 利用 Matlab 中 的 LMI 工具 箱 求解 。 
关 计 线性 矩阵 不 等 式 ,线性 矩阵 不 等 式 的 转化 ,判别 .优化 和 求解 等 问题 ,可 参阅 文献 [18] 
12.5 节 , 或 直接 参阅 文献 [61]。 
Dae 


4.5 输出 反馈 H. El 


4.5.1 输出 反馈 设计 特例 


状态 反馈 控制 器 设计 ,一 般 是 采用 静态 控制 器 设计 方法 , 即 设计 定常 反馈 增益 阵 K , BI PT 
使 得 闭环 系统 内 稳定 . 且 满 足 有 ,性 能 指标 。 与 此 不 同 , 输 出 反馈 控制 器 设计 一 般 是 采用 动态 
控制 器 设计 方法 ,以 期 达到 所 提出 的 设计 性 能 日 标 。 与 静态 控制 器 相 比 ,动态 控制 器 在 结构 上 
要 复杂 得 多 。 我 们 首先 考虑 输出 反馈 控制 器 设计 的 一 种 较 简单 的 特殊 情况 。 设 广义 被 控 对 得 
《4.2.1) 满 足 如 下 假设 条 件 ; 

(D) (GA, 5851) 能 稳定 ,(C,,4 ) 能 检测 。 

(D) Daloh BU)=[I 0]( 正 交 条 件 )。 

(D) Gal(3) 在 建 轴 上 无 零点 。 

除 以 上 一 般 性 的 假设 条 件 之 外 ,本 小 节 我 们 进一步 假设 系统 (4.2.1) 满 足 如 下 两 个 特定 条 
f: 

(D) Dn=1。 

(D) A-B,C 是 稳定 阵 。 
即 广义 对 象 的 状态 空间 实现 为 


A B, B, 
en-|e o r (4.5.1) 
€, Da 0 
对 于 上 述 形式 的 广义 被 控 对 象 , 我们 来 解 H. 标准 控制 问题 。 即 求 使 得 图 4.2.1 所 示 闭 
环 系统 内 稳定 , 目 | Gals) 上 。<1 的 输出 反馈 控制 器 
uc Ky (4.5.2) 
存在 的 充分 必要 条 件 ,并 设计 相应 的 动态 控制 器 K)o 
为 了 下 述 定理 必要 性 的 推导 , 先 给 出 如 下 引 理 。 
[318 4.5.1] 考虑 图 4.5.1 所 示 系 统 。 对 于 给 定 的 GG) ,反馈 控制 器 K(s) 使 图 4.5.1 
{a) 所 示 系 统 内 稳定 日 上 Guals) Lu < 1 成 立 的 充分 必要 条 件 是 图 4.5.1(b) 所 示 的 对 偶 系 统 内 
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EN ji 
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图 4.5.1 HARK 
该 居 理 的 证 明 , 读 者 可 作为 练习 ,自行 证 明 。 
【定理 4.5.1】 设 广 义 被 控 对 象 (4.2.1) 满 足 假设 条 件 (D,) ~ (Ds;), 风 存在 动态 反馈 控制 


(dac 


器 (4.35.2) ,使 得 图 4.2.1 所 未 闭环 系统 内 稳定 且 || Gols) l o <1 成立 的 充分 必要 条 件 是 
Riccati 方程 

AY + YA" + Y(CIC, - CICOY + B,BT = 0 (4.5.3) 
具有 半 正 定 解 Y 20,88 AT« (CIC - CIC Y 是 稳定 阵 。 如 果 存 在 这 样 的 了 , 则 nu dE 
控制 问题 的 解 为 
A -~ B,C; - LC, Fal 


.5.4 
n š (4.5.4) 


xG) = | 


其 中 工 = ycT, 
【证 明 】 充分 性 。 设 Riccati 方程 (4.5.3) 有 解 Y 0,290088. KOERUS ORE. 
即 控制 器 的 状态 空间 实现 为 


z, = (À - B,C, - LC x, - Ly (4.5.52) 
u= Cr (4.5.5b) 
而 广义 被 控 对 象 的 状态 空间 实现 为 
x = Ax+ Bwa Bu (4.5.6a) 
Z= Cix + ü (4.5.6b) 
y 2 Cix + Dyw (4.5.60) 


由 式 (4.5.5) 和 式 (4.5.6) 可 得 增 广 闭环 系统 的 状态 空间 表示 


s bo ET 


z=[0, ed] 
对 上 式 进行 如 下 非 奇 蜡 变换 
HE i JE] (4.5.7) 
则 得 
Els. S jas Q sao 
E 
tem ed; (4.5.8) 


将 Fiecati 方程 (4.5.3) 改 写 为 
(A - LCOY + Y(A - LC! + BBY = 0 (4.5.9) 
其 中 B [YC L Bi]。 根 据 假设 (D) 可 知 .(4 - LC:,By) 能 稳定 。 故 由 式 (4.5.9) 和 
LTyapunov 定 理 (推论 6.2.3),4 — LC; 是 稳定 阵 。 再 由 假设 (D;) ,4 ~ B.C, 是 稳定 阵 。 因 此 , 闭 
环 系统 {4.5.8) 稳 定 。 
下 证 上 G.(s)] -<1 成 立 。 由 式 {4.5.8) ,得 
l Gals) | = C,(s - ALB, (4.5.10) 
其 中 A, =A- LC, B, = B, - LD, 
利用 假设 (D1), Riccati 方程 (4.5.3) 等 价 于 
AY YAT + YCTC,Y + BjB1 = 0 (4.5.11) 
w TIE 


B A1+ CTC1Y 稳定 。 故 由 定理 4.3.7 可 知 
LGL) los | Bis -ACI a<] 
因此 
IGal = GRG) lest 
必要 性 。 设 对 于 由 式 (4.5.1) 给 定 的 G(s) 存 在 天 (:) ,使 得 图 4.5.1(a) 所 示 系 统 内 稳定 ， 

H 

Gol... 
则 直 引 再 4.5.1, B 4.5.1(b) 所 示 对 偶 系 统 内 稳定 , 且 

IGal) lal 


因为 
A eb ci 
G(s) = Ë 0 H (4.5.12) 
Bi + 9 
BI G's) 的 状态 空间 实现 为 
Ë = ATP + CW+ CI (4.5.13a) 
T= BTE + Dü (4.5.13b) 
y= BIE+w (4.5.13e) 


则 ,控制 器 可 以 表示 为 
M x ES $1 — [5 
w= K'(s)y= K'(;)BIG + K'(s)w =Í K'(s)B7 enl] E xc (4.5.14) 
w w 


由 式 {4.5.13a)、{4.5.13b) 以 及 式 (4.5.14} 可 知 ,对 于 等 价 的 广义 被 控 对 象 
Ar c ci 
Bj 0 Dj 


r 0 
KENES 
KOCE H LAB RLELAS 62 fg, Rik, WR GORE 4.4.4 小 节 的 假设 (C1) ~ 《C4)， 
则 由 定理 4.4.7 可 知 ,与 Rieesti 方程 (4.4.30) 相 对 应 的 Rieeati 方程 (4.S.3) 有 半 正 定 解 Y>0, 
且 使 得 47+ (CIC, ~ CTC:) 了 是 稳定 阵 。 因 此 ,定理 的 必要 性 得 证 。 
下 面 就 米 验证 ,对 于 GCO BRC) ~ (C4) 成 立 。 首 先 ,由 假设 (D,),( C2,4) 能 检测 , 故 
(AT, CODERE. (C) RI. RR. BRO) (DD,) 与 (CG)、{Cs) 是 等 价 的 。 du 
需要 指出 的 是 ,假设 条 件 (Ds) 对 控制 系统 的 设计 来 说 是 比较 敬 刻 的 。 所 以 ,定理 4.5.1 R 
是 说 明了 输出 反馈 动态 控制 器 设计 的 一 种 思路 。 下 两 小 节 ,我们 将 在 较 一 般 的 假设 条 件 下 , 利 
用 Riccati 方法 和 LMI 方法 ,求解 也。 标准 控制 问题 的 输出 动态 反馈 解 。 


4.5.2 基于 Riccati 方程 的 输出 反馈 解 


现在 ,我 们 去 挤 上 小 节 对 广义 对 象 所 做 的 假设 (Ds) 和 (Ds), 即 设 广义 被 榨 对 象 的 状态 空间 
实现 为 
* H6 + 


$6) = (4.5.15) 


A B, B; 
GG) = Ë 0 M (4.5.16) 
€; D, 9 
并 做 如 下 假设 : 
(E) (4,B1) 能 稳定 ,(C1,4 ) 能 检测 。 
(E) 《4,B,) 能 稳定 ,(C;,4) 能 检测 。 
(E) DiC, Dpl=l0 I], 
B] ,i 9 
(E) [5] os -[/7]- 
系统 (4.5.16) 中 ,我们 实际 上 已 经 取 Du =0 和 D 20, XT Du 20 的 讨论 同 4.4 节 关 
于 状态 反馈 情形 的 讨论 。 而 对 于 假设 D, = 0, 我 们 将 在 下 小 节 给 出 解释 。 如 前 ,假设 (了 ) ~ 
(Es) 都 是 很 一 般 的 假设 ,无 需 再 做 解释 。 
对 广义 被 控 对 象 (4.5.16) 和 给 定 的 y >0, 在 假设 (E) ~ (Es) 下 ,所 要 求解 的 .标准 控 制 
问题 为 : 
【问题 4.5.1】( 互 。 次 优 控制 ) 设计 输出 反馈 控制 律 
u = K(s)Y (4.5.17) 
使 得 图 4.2.1 所 示 闭 环 系统 内 稳定 , 且 
IG. Gl. «Y» (4.5.18) 
我 们 看 到 ,所 要 设计 的 满足 ,性 能 的 输出 反馈 控制 律 (4.5.17) 为 动态 控制 律 。 
【定理 4.5.2] 向 题 4.5.1 有 解 的 充分 必要 条 件 为 
(1) Riceati 方程 
A'X, + X. A + X. (Y2BI BT - B,B1)X. + CTC, = 0 (4.5.19a) 
AY. + Y. A! + Yo (77 CIO, - CIC, Y, + B BT = 0 (4.5.19b) 
有 解 X.>=0,y. >n, 
(2) (X. Y.) < 2, 
车 上 述 条 件 成 立 , 则 使 闲 环 内 稳定 且 式 (4.5.18) 成 立 的 输出 反馈 动态 控制 器 为 
A. — es 


F. " (4.5.20) 


Klel: = 


其 中 
Á.-A«Y"BBIX, + B,F. + Z. L.C, 
F.--BIK..L.--Y.CLhZ.-([-y Y.x.) 
下 而 的 定理 给 出 了 问题 4.5.1 的 所 有 解 的 集合 (参数 化 形式 解 ) 。 
【定理 4.5.3]. 如 果 定理 4.5.2 中 的 条 件 (1)、(2) 成 立 , 则 问题 4.5.1 的 所 有 解 等 于 图 4.5.2 中 
从 y 到 u 的 传 函 阵 的 集合 。 其 中 &(s)E RE. B || QUO ||, «yo. Me EDUC IRSE HUS 
Á. -Z£.L. Z.B 
Mals) = | Fa 0 I (4.5.21) 
-€ 1 o | 
其 中 各。、2。、 工 -的 定义 同 定理 4.5.2。 
信 得 注 意 的 是 如 在 定理 4.5.3 的 万 ,次 优 控制 器 参数 化 结果 中 , 令 参数 0C) =0, 则 得 到 
定理 4.5.2 的 控制 器 (4.5.20), 称 为 H. 中 心 控制 器 。 
Dam 


图 4.5.2 Ear 
定理 4.5.2 给 出 的 输出 反馈 太 。 次 优 控制 妖 的 状态 空间 设计 方法 是 Doyle 等 四 人 (简称 为 
DGKF) 在 文献 [42] 中 ,Glover 和 Doyle 在 文献 [62] 中 首先 提出 的 。 但 定理 4.5.2 的 证 明 上 比较 需 
长 ,并且 涉及 到 算 子 理论 ,证 范 室 间 等 知识 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 上 述 两 篇 文献 。DGKF 的 结 
果 表 明了 五 。 次 优 控 制 器 的 结构 分 离 特性 和 与 LQG( 5,) 控 制 器 的 关系 。 对 以 上 两 点 ,我 们 从 
系统 信号 的 关系 出 发 ,做 如 下 分 析 。 因 为 ,根据 第 一 章 的 泛 函 分 析 知 识 , 传 函 阵 的 万 范 数 可 
表示 为 信和 号 的 H, 范 数 的 透 导 范 数 ,而 求 反馈 控制 器 < = KOy 的 问题 ,也 可 以 解释 为 求 控制 
信号 wu(;) 的 问题。 所 以 ,内 系统 信号 关系 角度 分 析 控 制 系统 ,有 利于 我 们 进一步 理解 H.S 
制 器 的 机理。 首先 ,考虑 状态 反馈 好。 控制 系统 的 情况 。 
由 第 一 章 活活 分 析 知 识 可 知 ,上 G. GO 上 。<1 等 价 于 


Ea 


spp Tr < 1 (4.5.22) 
vue | w 12 
因此 ,对 于 4.4.4 I RA R hit) 56 MEETS IE U” Y S 3 S 
x = Ax + Byw + Bu (4.5.23a) 
z = C,x + Dou (4.5.23b) 
求 反馈 控制 器 使 得 闭环 系统 内 稳定 , 且 满 足 
inl G. (s) ll «1 
的 问题 ,从 信号 的 角度 就 可 记 为 
n 
inf sup I «1 (4.5.24) 
有 2 
或 者 ,等 价 于 求 控制 输入 信号 a ,使 得 系统 稳定 (xE LIO, + 9). R 
iflz 人 < wild, yw € tl0,+ e) (4.5.25) 


设 广义 被 控 对 象 (4.5. 23) 满 足 假设 条 件 ( Ci) ~ (C), H Riceati 方程 (4.4.30) 有 半 正 定 解 
Pi 4 
V[xCO] = xt) PxC) (4.5.26) 
对 于 任意 给 定 的 € LIO, + %) 各 初始 状态 x(0) = 0, 函 数 VE x (2) GERE (4 5.234) 89803 
X5 x{1) 的 导数 为 
V [x(i)] = YIPr yar = x'[ATP + PA]x + 2w'BIPx + 2uTBIPr (4.5.27) 
将 Riceati 方程 (4.4.30) 代 人 上 式 ,得 
V[x(4)) = x'PB;BIPr - x! PBLBLPx -xzTCJCir+2wTBTPe+2uTBJPr = 
- |l w- Bipxl?+ | u- BIPr|2- zd? wd? (4.5.28) 
其 中 ,有 zl ?= zz。 如 果 控 制 信号 ú 使 系统 稳定 , 即 e€ 12[0, + wm), 则 x(w) =0。 所 以 , 注 
意 到 x(0) =0, 得 
ag 


Ü vise) -- lw- BlPeli+ lu Bipeli- delge Pedi-co 
, 


(4.5.29) 
因此 ,上 式 给 出 了 系统 (4.5.23) 的 扰动 信号 w 和 控制 输入 信号 u 之 间 的 鲁 等 关系 
lzliz Hwl3+ |u + BIpe i3- |l w- BIPrli (4.5.30) 
显然 ,如 果 取 
u =- BIPx (4.5.31) 


Ji is (4.5.30) 8] $0, XE F £E SEIS w € E, [0, + %m), 式 (4.5.25) 成 立 。 或 者 ,等 价 于 满足 式 
《4.5.24) 的 u 可 以 由 状态 反馈 生成 。 而 式 (4.5.31) 的 正 是 定理 4.4.7 给 出 的 基于 状态 反 债 
的 刀 - 标 准 控制 问题 的 解 ( 取 参数 Q(:)=0). 

将 式 (4.5-31) 给 出 的 状态 反馈 榨 制 律 代 人 式 (4.5.30) ,可 得 


DEUS lw- BIPX |i 


ivit! eH Wm 
ERRI OUTRE w BT Pe ,有 
Led 
Tel: s E M (4.5.33) 
而 对 于 扰动 信号 
w = BIPx € L,[0, + œ) (4.5.34) 
有 
MELEE (4.5.35) 
lw ii 


即 , 对 于 由 式 (4.5.34) 给 定 的 扰动 信号 ,系统 从 w 到 z 的 "增益 "为 最 大 。 从 控制 昌 的 来 讲 ,就 
是 要 减 小 这 个 “ 谱 益 " ,使 该 增益 "为 最 小 (万. 最 优 榨 制 ) 或 小 于 某 给 定 值 ( 互 - 次 优 榨 制 )。 因 
此 ,从 这 个 意义 上 讲 ,由 式 (4.5.34) 给 定 的 w 称 为 最 劣 扰动 输入 , 记 为 www。 而 与 此 对 应 , 称 
式 (4.5.31) 的 u 为 最 佳 控制 输入 。 显 然 .这 里 所 说 的 “增益 " 正 是 闭环 系统 从 w 到 2z 的 算 子 的 
范 数 , 即 闭环 系统 的 五 。 范 数 。 

下 面 再 来 分 析 由 定理 4.5.2 给 出 的 H. 输出 反 司 控制 器 。 虽 然 , 式 (4.5.20) 的 控制 器 
天 7s 的 状态 空间 描述 为 


£= Af + Bñ... + Bau - Z L. (y - C8) (A.5.368) 
u =- BIX. + (4.5.365) 
其 中 
Ñ. = Y2BTX.£ (4.5.37a) 
Z.-(I-yUY.X.) (4.5.37) 
Fe 2-Y.C] (4.5.37c) 
系统 的 结构 图 如 图 4.5.3 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ,输出 反馈 万 ,控制 器 由 两 部 分 构成 :第 
一 部 分 是 状态 售 计 笑 , 它 由 方程 (4.5.36a) ER, BUE LEER ER 1 z CHER 


MARRAN Rate AB — MEHE LUE SR (4.5. 362) 28 EE it Si FP f ERR S 
aee 


部 分 是 利用 状态 估计 值 进行 反馈 控制 的 项 , 即 式 (4.5.36b)。 这 两 部 分 的 作用 与 2.7 节 的 LOC. 
最 优 控制 中 利用 估计 器 获得 状态 估计 值 ,然后 再 利用 状态 估计 值 实 现 最 优 反馈 控制 是 类 似 的 ， 
并 且 ,状态 估计 值守 (2 的 计算 与 最 佳 控制 输入 阵 F. = - B3K- 的 计算 是 相互 独立 的 。 即 H. 
输出 反馈 控制 器 具有 结构 分 离 特 性 。 


w» 


VBX eo 


图 4.5.3 输出 反馈 月。 控制 系统 结构 图 一 一 估计 与 控制 的 结合 
另 一 方面 ,如 果 令 y o , 则 式 (4.5.36) 的 控制 器 化 为 


Z= AS + Bu L.C) (4.5.38a) 
u =- BÍX.x (4.5. 38b) 
RP XM Ye。 分别 是 Riccati 方程 (4.5.19a) 和 (4.5.19b) 当 y 一 wm 时 的 解 。 这 时 ,输出 反馈 
HLIUSE REA H EUR PS LOCA 38 8 28 CER AARE). Ell LOG 最 优 控制 问题 可 以 
看 做 为 HEUS LES -AAA MAKERE Ho EERE, Ho RRR NA 
题 就 化 为 LQG 最 优 控制 问题 。 
最 后 ,通过 一 个 算 例 来 说 明 输 出 反锁 玉 。 控 制 器 的 设计 方法 各 步骤。 
【 例 4.5.1】 考虑 一 阶 线性 定常 系统 


x= 2e+ur+u 


y= x+ m 
其 中 w 和 w, 分 别 为 过 程 品 声 和 量 测 噪声 ,w RU, 分 别 为 控制 输入 和 重 济 给 出 。 干 扰 抑 制 目 
标 可 用 如 下 被 控 输出 表示 
= 


要 求 设计 动态 检 出 反馈 控制 器 KO ,使 系统 从 w = | ”| 到 z = [^] mita com 


” 120- 


l Galla <1 
系统 设计 分 如 下 四 步 进 行 : 
O) 将 广义 被 控 对 象 化 为 标准 形式 


x = -2x+[1 af] +" 
Ww 


即 


.0) 1. 
co 器 


(2) 验证 假设 条 件 (ED) ~ (R) 
Œ (moe Coo. DERCCA = fo] -oen 
(b) (A, B) e (C2, DERBE, (Cr 40 = (1, - DRE 


Œ) phle, Daslo ys -to ux 


e [s ]»s-[, Jil- il 


BERE) ~ (Es) 均 成 立 。 

(3) 求解 式 (4.5.19a) 和 式 (4.5.19b) 的 Riccati 方程 
-2X. -28。+1=0 
-2Y,. -27。+1=0 


解 得 x. = 了 = 十 > 0。 验 证 式 (4.5.19e) 
TE E SA 
X. Y. Here =1 


即 式 (4.5.19) 的 三 个 条 件 均 满足 ,于 是 存在 输出 反馈 Ha 控制 器 K(。) ,使 得 闭环 系统 内 稳定 ， 
#8 


l Gals) la <1 
成 立 。 
(4) 构造 输出 反馈 万 .控制 器 K(s)。 和 根据 式 (4.5.36) ,给 出 反馈 月 .控制 器 的 方程 为 
is- iy.n 
n= 


对 上 两 式 取 拉 氏 变换 , 求 得 从 Y(;) 到 UGO BS EE IR BUDE K(s) 


4.5.3 同时 五- 控制 器 参数 化 


我 们 在 3.4 节 得 到 了 同时 镇 定 控制 器 参数 化 公式 ,并 在 3.5 节 应 用 该 参数 化 公式 讨论 了 
同时 镇 定 系统 如 ,性 能 设计 问题 。 上 小 节 定 理 4.5.3 IAE RER 万。 控制 器 参数 化 结果 ,可 以 用 
来 求解 满足 呈 - 性 能 的 同时 镇 定 控制 器 参数 化 公式 , 称 之 为 同时 H. BURANE. 

首先 ,我 们 将 定理 4.5.3 的 参数 化 结果 转换 到 频率 域 。 将 图 4.5.2 h iS SEP: M R, 


"usu 
M. OM. 
DP- e wli 
并 可 求 得 
af = - BIXs (sl -Â o) z. Ya C] Me = -BIX.GI-ÁL)UZL Bi E 
M, --OGE-ÀS)Z.YS CI+I M. = - CIGE-À 7 Z, B, 
于 是 从 了 到 w POE ER EBE s 


K(s) = G,,(s) = M. + ML QUI - MA Q) MS (4.5.39) 
【定理 4.5.4】 (DA, ML AER EBE, 
(2) 如 果 式 (4.5.19a) 和 式 (4.5.19b) 的 Riccati FRAM X. r0, Yo m0, p(Xo Y.)< 7^, 
则 广义 对 象 G 的 满足 性 能 指标 (4.5- 18) 的 镇 定 控制 器 的 集合 为 


S.(K) = (K(Q) = Qf, + WOU - MQ) M. 1 Q € RH., 


I Ql. < »y.dez- M.L Q) = 01 (4.5.40a) 
= {|K(Q) = MV - QM.) CH, + QM) | Q € RH., 
lOl a < v.de (1 - QM) #0) (4.5.40b) 
其 中 
ÑL = MLM Ma - MV - ML M ML (4.5.41a) 
ML = MU ML ML = M- ML MU M. (4.5.41b) 


【证 明 】 (0 事实 上 ,如果 x€ R^, Rl 


_ y: À adi( s = X) 
GI-XY SG) 


其 中 dels- X) n 次 多 项 式 ,伴随 矩阵 的 名 元 素 为 次 数 产 格 小 于 n 的 多 项 式 。 于 是 ' 
lim det( MZ (s)) = lim det(1 ~ BIX (41 - A.) Ze B.)= 1 

已 知 de (MT, (s)) 是 复 变 景 ;的 连续 函数 ,因此 ,M3 (:) 是 非 奇 异 短 阵 。 类 似 地 可 证 明 , MM 也 
是 非 奇异 矩阵 。 

(2) 对 式 (4.5.39) 的 传 函 矩阵 Go(s) ,做 如 下 推 帝 ( 为 简便 计 , 略 去 下 标 m ); 

G,G) = M' + M'Q(I- MOM = 
MMO- MtQ)(I- Myr M + MOU- M*Q) lM = 
-12> 


[arae (I- MtQ)+ MOTT- MQ)- MS = 

[MM a (Om - MS I M')Q](I- MQ) MP = 

Of Á M:0)(1- MG) M (4.5.42) 
pM! OP 如 式 (4.5.41a) 所 示 。 另 一 方面 ,利用 著名 的 矩阵 等 式 

QU- MQ) =(1- QM‘) O 
我 们 有 
G(s)= M'« M2Q(I- MQ) MP = M + M2(I- ON QM 

类 似 于 式 (4.5.42) 的 推演 ,我 们 有 


G, (s) = MU - QM) Of! + QM) (4.5.43) 
其 中 UMP 如 式 (4.5.41b) 所 示 。 
最 后 ,根据 定理 4.5.3 的 结论 ,本 定理 的 结论 (2) 志 立 。 4 


Ë 控制 器 集合 Sel PERTRA dell- MIQ) 0 fl de (1 - QM )“0 通 常 都 能 
得 到 满足 。 襄 实 上 ,矩阵 M% 是 严格 正则 的 , 且 QE RH. ,所 以 
lim de(t - M$ Q)= 1 和 lim de(I- QM% )=1 
因此 ,由 d ORF s 的 连续 竹 , 我 们 有 det(T- MY Q)=0 fl da(T- QM ) Oç 
接 下 来 ,根据 定理 4.5.4, 我 们 讨论 满足 Ho TERES IS POR GE H ERE 
【定义 4.5.1]( 及 性能) 同时 镇 定 HL 范 数 性 能 指标 为 
Ir, |], <y Ogjsl+t! (4.5.44) 
其 中 T. h TP XR 6; 的 从 w B| z ARIRE REE, O < 7€ R. 

[339 4.5.5] 如 果 1+1 个 广义 对 象 GO = 0,1.…, 癌 对 应 的 Riccati 方程 (4.5.19a) 和 
(4.5. 195) A 8: X. 之 和 ,Ys m 0 p (Xj Y.) < (J 50,1, N G(;=0,1,- DIAE 
性 能 指标 (4.5.44) 的 同时 镇 定 控制 器 的 集合 为 

SPCK) = {Ko( QOF = (P + AOO - MECMT I QEA (4.5.45) 

A = iQ € Nils ll Qol s < y.da(1 - MeQ0) «0.H 390 € RH., 
VQ; li. < y de(E - MYO) x 0st Tg ~ TQ + QT + QoTyQ, = 0,j = 1,2, 
(4.5.46) 


其 中 
To = MU MY - MY MU Tu = MO MU MO MY MY 
(4.5.47) 
Ty = HSMY + MEME MY T= MEM MY MOMI’ M 
DERI 设 5+ 1 个 广义 对 象 G 的 镇 定 控制 器 分 别 为 丽人 =0,1, DH Go 为 主 对 象 ， 
K, 为 主 控制 器 , 则 Ko 向 时 镇 定 G( 70,1, ,站 的 充分 必要 条 件 为 Klg) = KRO (1j 
中。 于 是 由 定理 4.5.4 的 式 (4.5.40a) 和 武 (4.5,40b) ,对 于 ajal EPOR SF ERR) 
Ko( Qo)= KKGp)e 
MEU- Q,M*) 1 OM" + QM”) = (HY « Mug) (1 M'Q) MS 
Ma Lar MU (s "8 MITT PITT MY) Q + QUO MY + MOMP UMU) 
+ Q MPMI H- MOMI” MT gs 05 
Tg - T+ QT, + Qo T; Q; = 0 
NE 


其 中 Ty Tu Ta za 如 式 (4.5.47) 所 示 。 p 


€ 
[81 4.5.2] p e 


0 0! 
Asa B. Be[b 0 i 1h [al =|0 °°] 


0 1:0 


取 a= -1,5=c=0.6, 相 应 的 系统 记 为 CoM o= -0.5,b =0.4,c=0.8, 相 应 的 系统 记 为 
Gio R Go, 0, 的 满足 五。 性 能 指标 (4.5.44) 的 同时 镇 定 控制 器 。 

IR] 取 7y=1, 可 求 得 X. = Yos 20.17» 0, B, F- Xo, Yoe 20.971 20; X14 =0.461>0, 
Yis 230.1581 20, H. Z- Xi, Yi =0.93>0。 所 求 控制 器 的 集合 为 


— 0.03 + (s+0.933) Qo 
Kolo) 77294 1.050, 


其 中 TIPPS l Qo. «1,H34,€ RH.. Qll e «1, s.t- 
0.0458 0.175? 4 0.2135 4 0.088 — (5* + 4,0085? + 5.7895? 3.5025 0.719) Q, + G* + 
4.3165? 4 7. QE 1375 + 1.423) Qo + (0.0455? + 0.706 2 + 1.4645 + 0.81) Qo Q = 01 


ER 0o= 一 二 ,显然 QUE RH., | Qu 1 。<1。 由 约束 条 件 可 得 


Q. = 045 + 4.6665 477.9232 + 6.071: + 1.775 
55 8.0085* + 21. 7755 425.9525! + 13.2635 + 2.066 
可 验证 Q, WAEA E Rk E N H | Q ll 。 = 0.859。 可 验证 Kols) G, GR Cu (s) 
构成 的 闭环 是 稳定 的 , 且 
T (-ie)T, Ge) < LV TL (jo) To Ge) < LY a 
最 后 形式 的 控制 器 为 


4.5.4 基于 LMI 的 输出 反馈 解 
考虑 式 {4.2.1) 的 n 阶 线性 时 不 变 广义 被 控 对 象 ,其 状态 空间 实现 为 


(4.5.48) 


LCi Da Dx. 
假设 矩阵 Ds 能 使 闭环 系统 是 良 定 的 , 详 见 下 面 的 讨论 ,而 关于 系统 矩阵 A,B BC 
C,,Du Di Dn ,我们 不 做 任何 假设 ,这 一 点 不 同 于 上 小 节 的 Rieeati 方法 。 也 就 是 说 ,我 们 将 
在 较 -- 般 的 条 件 下 ,求解 系统 (4.5.48) 的 输出 反馈 五 .控制 问 题 。 
考虑 ne 阶 线性 时 不 变动 态 (n。 > 0) 控 制 器 
x. = Ax + By (4.5.49a) 
u = Cun Duy (4.5.49b) 
或 静态 (ne = 0) 控 制 器 
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u = Ky (4.5.50) 
其 中 x€ RR 是 控制 器 状态 。 我 们 用 ( 3) 表示 式 (4.5. 和 9) 和 式 (4.5.50) 的 全 体 控 制 器 (n> 


0)。 
下 面 的 讨论 我 们 假定 D, = 0。 当 实际 的 广义 被 控 对 象 的 Da0 时 ,可 以 还 过 适当 的 变 
换 , 使 其 等 于 零 。 事 实 上 ,如 果 定义 虚构 的 量 测 输出 信号 
了 = Cix + Daw 
并 假设 了 可 用 于 系统 (4.5.48) 的 动态 控制 器 (4.5.40) 的 设计 。 即 ,此 时 的 动态 控制 器 为 


Z, = A,x, + B,y (4.5.51a) 
u = Cx D (4.5.51b) 

然后 ,以 了 - Dou FORES, HER C 5.51) ,有 
u = (I + D,Da) (C x, + D,y) = C x, + D. y (4.5.52) 


可 见 , 式 (4.5.52) 具 有 与 式 (4.5.49b) 相 同 的 形式 。 这 样 , 如 果实 际 的 Dy zz0, 可 按 D, =0 设 
计 控 制 器 ,得 到 控制 器 参数 Č, 和 应 ,再 按 变 换 式 (4.5.52) 求 得 Dart 时 的 控制 器 参数 c. 和 
DD.。 当 然 , 对 A, f B, 也 要 伍 相 应 的 变换 。 因 此 ,在 良 定性 的 假设 下 ((T+ DD) FE) R 
们 仅 需 考虑 在 D; =0 条 件 下 ,系统 (4.5.48) 的 吾 。 控 制 问题 。 

BBR ERRER CZ) RU XER (4.5.48) ,其 中 Du =0, 广义 对 象 (4.5.48) 


与 静态 控制 器 (4.5.50) 构 成 的 闭环 系统 为 
£ = Agt + Baw 


z = Ca + Daw (4.5.53) 
其 中 
fei z] u [5 »] [z lte Da) (4.5.54) 


对 于 动态 控制 器 (4.5.49) ,相应 的 闭环 系统 仍 具 有 式 (4.5.54) 的 形式 ,但 此 时 的 闭环 状态 变量 
为 =[x? xx]?, 而 系统 矩阵 分 别 为 


ae [ro PEE dele J HM i esto 
«Pumpe a SP] ess 
D. C 
C, = [Cr+ DuaDC; DoC] = [C, 0] + [DG DM alls | 
(4.5.55c) 
Da = Du + DoD.Da = Du + [Da ol zl 全 | (4.5.554) 
车 引入 如 下 记号 
0 :p B 07 
å B, B, 0 0 01: 0 I 
Ë b. Dbs|-|C, 9 Dui Da 0 (4.5.56) 
€, Db ki |C 0 DA D, C, 
0 1:0 | B, A, 


Da25 a 


W (4.5. 550 P A BIR GR BA BE y RUE R (4.5.54)80 K, FUE E DERE 88 25 e 28 
K BUR 5.56) ER BEDE Eb] Ro BEDA RE E Uc I s SN D ETE REEL kt 
具有 式 (4.5.55) 结 构 的 系统 抢 阵 的 静态 控制 器 设计 的 一 个 特例 。 因 此 ,在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 
将 把 静态 与 动态 控制 器 的 设计 问题 放 在 一 起 进行 ,并 且 采 四 静态 控制 器 的 符号 。 为 了 得 到 动 
态 控制 器 , 只 需 将 相应 的 矩 笑 换 成 式 (4,5.56) 的 各 和 抢 阵 即 可 。 
【定义 4.5.2]( 厂 ,控制 器 ) 给 定 标量 7 > 0。 称 控制 器 (EE,) 是 D. 控制 器 ,如 果 下 述 两 个 
条 件 成 立 : 
(1) A REGERE DS, 
0 l Gula syo 
其 中 Gs 表示 从 w 到 z hi BSR E M 
不 失 一 般 性 , 取 =1。 
以 下 我 们 将 讨论 定义 4.5.2 给 出 的 H. 控制 器 存在 的 充分 必要 条 件 ,以 及 如 果 这 样 的 控 
制 器 存在 ,找到 所 有 这 样 的 控制 器 (套数 化 控制 器 )。 
首先 ,我 们 将 把 召 。 控 制 问题 转化 为 关于 控制 器 参数 K st K 的 LMI 的 求解 问题 ,为 此 , 需 
要 如 下 引 理 。 
【 引 理 4.5.2]541 给 定 广义 被 控 对 象 (4.5.48) 和 控制 器 (3.)。 定 义 
Q = AaP + PA + (PCT, + B,DL) R (PCI + BDT)" « BaB% (4.5.57) 
R = I- DDS (4.5.58) 
则 如 下 命题 等 价 : 
(1) 《3.) 是 一 个 n. 控制 器 。 
(2) RR>0, 且 存在 P>0 满 足 Q <90。 
从 式 {4.5.54) 我 们 看 到 ,对 于 静态 控制 器 (4.5.50) ,每 个 闭环 系统 矩阵 {4., Bas Cas Da) 
均 为 控制 器 参数 K 的 线性 函数 。 因 此 ,条 件 QUO 和 中 >0 关 于 参数 类 是 非 线性 函数 。 对 于 
动态 控制 器 (4.5.49) ,情况 也 是 类 似 的 。 下 面 的 引 瑶 将 两 个 非 线 性 矩阵 不 等 式 Q cO 和 R>0 
转换 为 一 个 线性 矩阵 不 等 式 。 
【 引 理 4.5.3]9). 考虑 广义 被 控 对 象 (4.5.48) 和 静态 控制 器 (4.5.50) 。 如 下 命题 等 价 : 
《1) 控制 器 (4.5.50) 是 一 个 总 -控制 器 。 
《2) 存在 矩阵 P >0 满足 


BKC + (BKC) + Q < 0 (4.5.59) 
其 中 
B, | AP + PAT PCT B. 
[B 9]. Ds: CP -I D, 
i c loi B Dh =i 
GE p. 
* 号 表示 无 关 部 分 。 


DER] 由 Sehor 补 引 理 , 式 (4.5.57) 和 式 (4.5.58) 定 义 的 QUEI R WE Q <0 f R 0,25 
县 仅 当 
AX, + XAS + BaBa CE + BaBy 
CaXa + DaB DD, -了 


(4.5.60) 
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将 上 式 改 写 为 
AX. + XAR X.C 
| CaX4 -1 
再 由 Schur 补 引 理 : 式 (4.5.60) 等 价 于 
AXXa XAG Xala Ba 


Hus Di]«0 


CaKa -I D; |«9 (4.5.61) 

BL D) -1 
将 式 (4. 5. 54) 中 的 各 闭环 系统 矩阵 代 人 式 (4.5.61)》, 经 整理 , 即 得 式 (4.5.59) 与 式 
(4.5.61) 的 等 价 性 。 证 毕 


显然 ,矩阵 不 等 式 (4.5.59) 关 于 控制 器 参数 有 已 是 线性 矩阵 厅 等 式 。 由 引 理 4.5.2 可 知 
定义 4.5.2 给 出 的 吾 。 控 制 器 的 求解 等 价 于 线性 乍 阵 不 等 式 (4.5.59} 的 可 解 性 。 下 面 的 定理 
给 出 了 式 (4.5.59) 的 LMI 可 解 的 充分 必要 条 件 。 

[338 4.5.6]! 给 定 对 称 矩 阵 Q 和 具有 有 适当 维 数 的 矩阵 下 和 C, 则 存在 矩阵 K 使 得 式 
{4.5.59) 成 立 的 充分 必要 条 件 为 

BL QB < 0 HB (cV Q0(c < 0 (4.5.62) 
其 中 BRA B 的 直 交 补 矩 阵 , 即 中 ;的 列 由 B' 的 零 空 间 的 一 个 基底 构成 。 

根据 定理 4.5.6, 可 得 广义 被 控 系 统 (4.5.48) 的 如 下 基于 LMI 的 HAE BE SEUETE IS] EU RT 
THERE. 

DE 4.5.7] 考虑 广义 被 控 系 统 (4.5.48)。 令 [HT wi 各 [V7 vil 4SPSL BT 

DPY 和 [C。 Da] WEBER) Ho 控制 器 设计 问题 可 解 , 当 昌 仅 当 存在 两 个 对 称 阵 
天 ,了 ER "满足 如 下 三 个 LMI 


Wi 0] TAX+ XA". XCT BTW 0 
P 0 CX -i Dyu W, 0 < 0 (4.5.63a) 
[s plo uu 
v,.U]TATY e YA YB, i Cl IF Y 0 
| jJ BiY -1 a [s 3 (4.5.63) 
E. C Dy 19 [0 
|; MED (45,636 
ACIE, p OUT FERRE PIE X LY fi nkl - XY) = n, n. WEERA n. BEKER) H a 控制 


LI 
可 验证 , 式 (4.5.63) 中 的 三 个 LMI 约 东 条 件 是 凸 约束 。 也 就 是 说 ,求解 式 (4.5.53) 的 EMT 
的 解 (X,Y) 是 一 个 是 优化 问题 


min Y 
i 3 (4.5.63) PES LM 成 立 
该 凸 优化 问题 可 通过 Matlab 中 的 LMI T RF ch 60? 8 SKOR E. HEE. Y) BA, Ha 
控制 器 可 按 如 下 方法 求 得 如果 ne = rank(I- XY) =0, 则 置 p = 了 ,相应 地 得 到 静态 控制 器 。 
DEVE 


AB bot Ssvp( AREMO ER TERCERA DE M ,NE R'"" ERE 


MN” = 了- XY (4.5.64) 
然后 ,求解 如 下 线性 矩阵 方程 
[z M = el p (4.5.65) 


得 到 惟一 解 P。 注 意 , 当 了 >0 和 M 列 满 秩 时 ,方程 (4.5.65) 总 是 可 解 的 ,并 且 式 (4.5.63c) 保 
T Poo. 

最 后 ,利用 LM 优化 算法 ,可 求解 式 (4.5.59) ,得 到 控制 器 参数 阵 A..B..C, 和 DD。, 也 可 以 
通过 下 述 的 代数 方法 .求解 控制 器 参数 阵 ,并 得 到 所 有 H. 控制 器 的 解 集合 (参数 化 控制 器 ) 。 
下 面 给 出 一 种 简单 的 特例 。 

设 矩阵 B DIWEK AER C 行 满 穆 , 则 式 (4.5.59) 的 LMI 的 所 有 解 K 可 按 如 下 代数 方法 求 


取 
K =- R^ B'aGC'(CbCT)- + R- S3L(C0CT)-3 (4.5.66) 
© -(GR"E'-0)'520 (4.5.66b) 
S-R-B'[6-oC'(cCocT")co]8 (4.5.66c) 


其 中 自由 参数 R.L WWE 
R>0,| L| «1 

如 果 和 矩阵 B OC 为 降 秩 和 矩阵 , 则 可 采用 矩阵 的 满 秩 分 解 技术 , 求 得 相应 的 控制 器 集合 , 详 
见 文 献 [63]。 

对 上 面 的 讨论 做 一 下 总 结 。 召 。 控制 器 ( 3. ) 的 求解 分 两 步 进行 :首先 ,求解 由 式 {4.5.63) 
给 定 的 三 个 LMIL, 这 里 待 求解 的 未 知 量 是 与 广义 对 象 阶 次 相等 的 两 个 对 称 阵 XR Y SUE. 
己 知 站 和 了 ,以 及 广义 对 象 状 态 空间 参数 阵 ,求解 式 (4.5.59} 的 LMI( 可 称 为 控制 器 LMI) 或 式 
《4.5.66) 结 出 的 代数 方程 ,得 到 动态 控制 四 参数 阵 R (A, Ba, C., DOS oe i RE I PE I PE 
K, 


4.6 参数 不 确定 系统 的 鲁 棒 ug 


工程 实际 浴 制 问题 中 存在 一 类 不 确定 性 ,这 类 不 确定 性 可 以 措 述 为 对 象 状 态 空间 模型 中 
参数 的 摄 动 , 它 并 不 改变 对 象 模型 动态 的 阶 次 。 例 如 ,模型 参数 中 所 包含 的 各 种 摩擦 系数 . 质 
R .转动 惯量 等 参数 的 量 测 误差 ,元 器 件 老化 等 因素 引起 的 变化 等 不 确定 性 都 可 用 参数 的 摄 动 
来 描述 。 本 节 主 要 讨论 这 类 参数 不 确定 性 系统 的 便 社 稳定 、 鲁 律 镇 定 和 和 鲁 棒 五 -性 能 设计 的 
问题 。 


设 具 有 参数 不 确定 性 的 被 控 对 象 为 
x=(A+AAG))x + Biw+ (B+AB(t))u {4.6.1a) 
z= Cr + Du (4.6.1b) 


其 中 zxER"wERzER" ,zzERI,4、BI CD 为 已 知 标 称 系统 征 阵 ,A4 LAB GER ALB 
的 不 确定 性 且 满 足 如 下 匹配 条 件 
[AA() AB,G)] = EEQDDF, F, (4.6.2) 
其 中 E、F。、F 为 具有 适当 维 数 的 已 知 矩 阵 ,r( :) 为 未 知 函数 阵 ,并 假设 ECORET IUE E X. 
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的 集合 Q 
= {BO 1 EEG < I, V | (4.6.3) 
集合 所 描述 的 不 确定 性 称 为 范 数 有 界 条 件 。 
对 于 给 定 的 被 控 对 象 (4.6.1) 和 (4.6.2) ,所 要 求解 的 问题 为 : 
【问题 4.6.1】 设计 状态 反馈 控制 器 
w= Kx (4.6.4) 
EARRA n F $B H. EBE EU. 
O) v ECOC 0,BJF88(4.6.1)30(4.6.4) AE M 
(2) Y 了 (5ED, 在 零 初 始 条 件 下 ,从 w 到 z 的 闭环 传 函 阵 Gul *) 满 足 
lG.G)1. «t (4.6.5) 
我 们 先 来 考虑 系统 [4.6.1) 的 鲁 棒 稳 定 问 题 。 
在 式 (4.6.1a) 中 , 令 w =0,w=0, 则 得 具有 参数 不 确定 性 的 自由 系统 
x = (A AACQ)x (4.6.6) 
【定义 4.6.1]( 二 次 稳定 ) 对 自由 系统 (4.6.6), 如 果 存 在 适当 的 P>0 和 a>0, 使 得 
x'(Q)(ATP + PA)x(t) + 2xTG)AATG)PxG) g- al xl) ll? v: (4.6.7) 
沿 方程 (4.6.6) 的 任意 解 轨迹 均 成 立 , 则 称 该 系统 是 二 次 稳定 的 (Quadratically Stable) o 
以 上 定义 的 系统 (4.6.6) 的 二 次 稳定 性 ,根据 定理 1.4.3, 意 味 着 系统 对 于 任意 EUEN 
是 指数 稳定 的 。 事 实 上 ,如 果 存 在 满足 式 (4.6.7) 的 P>0, 定 义 Lyapunov 函数 
V[x(t)] = xt(2)Px(t) 
Be 
Yi g(P), yi = (P) 
则 有 
A) yii xl) l e Vil) ley lxCOl?^, vx. 
(D) SvEs(O) « x ULATP + PA])zG) $2 GOAT G) Pel) -a | xG) M Y to 
并 且 , 对 任意 初 态 x(0) ,有 
Mr) Fe (Q0 FS yama, y zea 


【定理 4.6.1] 自由 系统 (4.6.6) 是 二 次 稳定 的 充分 必要 条 件 为 4 稳定 ,县 
| F,GI-A)'El. «1 (4.6.8) 
【证 明 】 仅 证 充分 性 。 设 4 为 稳定 阵 且 式 (4.6.8) 成 立 。 由 定理 4.3.9 存在 和 矩阵 P» 0, 
使 得 
ATP + PA + PEETP + FIF, < 0 
成 立 。 令 
Q= -(ATP+ PA + PEE' P + FIF.) 50 
则 
xT(4TP+P4)x+2rT44TR = x" ( -CO-PEETP-PFTF)r+2rTFTIETETPr S 
-x'Qr - x PEE! Px - x FIX LFx « 2x FIE ET Px = 
-ix'Qx -x'(PE- FTXT)(ETP - EF,)x < 
-alal zea 
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其 中 a 为 满足 
esxc(Q) 
的 任意 常数 。 故 由 定义 4.6.1, 系 统 (4.6.6) 是 二 次 稳定 的 。 
定理 的 必要 性 的 证 明 需 要 两 个 引 理 , 过 程 较 繁 。 详 兄 文献 [19] 。 i 
接 下 来 讨论 对 于 给 定 的 具有 参数 不 确定 性 的 被 控 对 象 ,利用 定理 4.6.1 来 设计 使 闭环 系 
统 为 二 次 稳定 的 状态 反馈 控制 器 的 问题 。 即 参数 不 确定 系统 的 鲁 棒 镇 定 问题 。 
在 不 确定 性 模型 (4.6.1a) 中 , 取 w=0,AB2(;) 20,8 


x = [A +AAGG)1x + Bn (4.6.9) 
对 上 述 被 控 对 得 ,设计 状态 反馈 控制 律 (4.6.4), 便 闭环 系统 
x 2[A + BK + ^AQO] x (4.6.10) 


为 二 次 稳定 。 称 为 不 确定 系统 (4.6.9) 的 鲁 棒 镇 定 问题 。 
根据 定理 4.6.1, 团 环 系统 (4.6.10) 为 二 次 稳定 的 充分 必要 条 件 为 A + B,K 稳定 , 且 


| Falsi- A- BK) E| a <1 (4.6.11) 
成 立 。 
考虑 广义 被 控 对 象 
4 E B, 
G(s) -| 0 o (4.6.12) 
1 0 9 


则 容易 验证 ,4 + 8; 稳定 , 且 式 (4.6.11) 成 立 等 价 于 对 广义 被 控 对 象 (4.6.12) ,设计 状态 反 
WEEE ú = Kx ,使 其 闭环 内 稳定 , 且 式 (4.6.11) 成 立 。 即 系统 (4.6.9) 的 二 次 镇 定 控制 器 设 
计 间 题 等 价 于 广义 系统 (4.6.12) 的 基于 状态 反馈 的 及 标准 控制 问题 。 

根据 定理 4.4.2, 有 如 下 定理 。 

[定理 4.6.2】 对 不 确定 性 系统 (4.6.9) ,存在 状态 反馈 控制 律 (4.6.4), 使 得 闭环 系统 为 
二 次 稳定 的 充分 必要 条 件 是 存在 适当 的 正 数 。> 0, 使 得 Riccati PER 


ATP + PA + P(EE! — 到 BaBBDP + FIF, < 0 (4.6.13) 
TB P>0。 若 上 式 有 解 , 则 使 闭环 系统 二 次 稳定 的 控制 器 由 下 式 给 出 
K --ghBip (4.6.14) 
下 面 ,我 们 考虑 在 模型 (4.6.9) 中 AB, C1) 20 的 情况 。 即 考虑 系统 阵 和 输 人 阵 中 同时 存 
在 不 确定 性 的 情况 。 
设 不 确定 性 模型 为 


x = [A + AA(D Ix + [B; + ABO] (4.6.15) 
其 中 不 确定 性 矩阵 AA( 世 和 ABRERA. 6.2) B PERO Ae E , 
对 式 {4.6.15) 的 被 控 对 象 , 考 虑 式 (4.6.4) 的 状态 反馈 控制 律 , 则 闭环 系统 为 


x = [A + B,K + EX(i) GR, + F,K]x (4.6.16) 
同 理 根据 定理 4.6.1, 系 统 (4.6.16) 为 二 次 稳定 的 充分 必 训 条件 为 4 + B.K 稳定 ,是 
l CF, + F,K)(sI- A - BK) EN, «1 (4.6.1) 


成 立 。 


与 定理 4.6.2 的 处 理 方法 类 似 ,状态 反馈 阵 K 可 以 通过 求解 广义 被 控 对 象 
A E B, 


F, 0 F, 
7 0 O 


G(s) = (4.6.18) 


的 五 。 标 准 控制 问题 而 得 到 。 
根据 定理 4.4.1, 有 如 下 定理 。 
【定义 4.6.3】 设 F, PUER. SEHR BERE MEX UE (4.6.15) ,存在 状态 反馈 控制 律 (4.6.4) ， 
使 得 闭环 系统 为 二 次 稳定 的 充分 必要 条 件 为 Riccati 不 等 式 
ATP < PA + PEETP + FIF, - (PB, + FTF,)(FIF,U (BIP + FIF) < Q 
(4.6.19) 
AR P0. ERAM, MERRI KEENE dl Bib TAA ih 
K =- (FIF)! (BIP + FIF,) {4.6.20) 
最 后 ,我 们 考虑 具有 参数 不 确定 性 的 系统 (4.6-1) 的 重 棒 HERE VETE [9] B8 , ED SR ft fe] t 
4.6.1。 为 推导 简单 ,如 下 正 交 性 假设 条 件 成 立 。 
A) DID CI=[r 0] 
由 式 (4.6.1) 和 式 (4.6.4) 构 成 的 闭环 系统 可 以 表示 为 
x = (Ak + A4K)x + Byw (4.6.21a) 
z = Cr (4.6.21b) 
其 中 ,Ak = 和 A+ B.K. Ck = C+ DK, AA 5 EEFk Fx = F, + KK。 根据 定理 4.3.9 可 知 ,如 果 
存在 适当 的 P>0, 使 得 
(Ax + AAr)'P + P(Ak + AA4) + PB BIP + CHCr < Ü (4.6.22) 
对 任意 的 E€ O 成立, 则 闭环 系统 (4.6.21) 满 足 问题 4.6.1 中 的 鲁 棱 女性 能 准则 (1) 和 (2)。 
[308 4.6.1]! 存在 正定 阵 P >0, 使 得 


(A + EZE,)' P + P(A + EF.) + PBB P + C C c0, v XEO (4.6.23) 
成 立 的 充分 必要 条 件 为 存在 标量 à> 0 满足 
ATP + PA + P(BBT+ 3 EE)P + CTC + ir. <0 (4.6.24) 


下 面 的 定理 给 出 了 状态 反馈 阵 K 使 式 (4.6.22) 存 在 P» 0 的 充分 必要 条 件 及 天 的 求法 。 
【定理 4.6.4】 在 假设 (A;) 下 ,对 给 定 的 被 控 对 象 (4.6.1) 和 (4.6,2) ,存在 状态 反馈 阵 xc 
使 得 式 (4.6.22) 对 任意 SE 均 存 在 解 P >0 的 充分 必要 条 件 为 存在 标量 >0, 使 得 Riceat 
不等式 
ATP € PA + PUBI e A3EEDP + C C LF, 
à (4.6.25) 
(PB,+ S; FIER OI P + Epig.) <0 


有 解 P>0, 其 中 有 =- 了 +1 FIF, 若 式 (4.6.25) 有 解 , 则 使 闭环 系统 满足 鲁 棒 HL 性 能 准则 
(1) 和 (2) 的 状态 反馈 阵 ,由 下 式 给 出 
K =- R2(BTP + A2FTF,) (4.6.26) 
【证 明 】 必要 性 。 设 存在 K 和 Pp > 0, 使 得 式 (4.6.22) 成 立 。 由 引 理 4.6. ! ,存在 适当 的 
UE 


4 >0, 使 得 
ATP + PA, + P(B, B] + 22EET)P + CTC. + RED <0 (4.6.27) 
成 立 。 将 Ax Cr 和 Fx 代 人 上 式 ,整理 得 
A'P + PA + P(B,B] + X EE") P + €'c «ripe (PB, + PPK+ 
K'(BIP + Y rir) + e EPI) K <0 
故 
ATP + PA + PUB, B} + AS EE) P + c'c «dr, - (PB, +A RTF R Gir + TFI) < 


- {K+ R- (BIP + aF) RIK + ROPA RIED 
(4.6.28) 

显然 ,PP 满足 Riccati 不 等 式 (4.6.25)。 

充分 性 。 设 存在 适当 的 * >0, 使 得 Riecati 不 等 式 (4.6.25) 有 正定 解 P.» 0。 利 用 此 解 
已 >0 和 à 构造 K 如 式 (4.6.26)。 则 由 式 (4.6.25) 和 恒等式 

K+ R (BIP +U 2FTF,) = 0 
得 
ATP + PA + P(B,Bl + X EE") P + CC + AFT, g 


(PB, + FIFPRO (BIP +A FIF) + [K+ R (BIP + AFIDI 
RH ROGIP + EF) a)i <0 


由 于 上 式 即 为 式 (4.6,28) ,所 以 由 引 理 4.6.1 可 知 , 式 (4.6.22) 对 于 任意 的 了 GE0 成 立 。 
d 
定理 4.6.4 表明 , 若 对 于 适当 选取 的 A > 0, Riceati PER (4.6.25) (EAE TE ERE P > 0, 则 使 
闭环 系统 满足 鲁 刊 甩 。 性 能 准则 的 控制 律 可 按 式 (4.6.26) 求 出 。 
以 上 定理 中 ,如 果 AB, = 4, 虽 可 取 F, =0。 此 时 ,有 如 下 推论 。 
【推论 4.6.1】 设 假设 (Al ) 成 立 且 F, = 0。 对 于 给 定 的 被 控 对 象 (4.6. 1) ,如 果 存 在 标量 
A >0, 使 得 Riccati 不 等 式 
ATP + PA + P(B,B] + EE! . B,BDP + CC + lr. «0 — (4.6.2) 
有 正定 解 已 >0, 则 使 闭环 系统 满足 重 棒 HL 性 能 准则 (1)、(2) 的 状态 反馈 控制 器 由 下 式 给 出 
K -- BIP (4.6.30) 
以 上 讨论 的 参数 不 确定 系统 的 鲁 棒 B. 控制 问题 ,其 参数 不 确定 性 (A4 ,AB,) 均 为 线性 
的 。 关 于 参数 不 确定 性 为 非 线性 的 情形 ,文献 [19] 中 做 了 较 详 尽 的 讨论 ,读者 可 参阅 文献 [19} 
或 参阅 本 书 5.4 节 关于 非 线性 不 确定 时 滞 系 统 的 鲁 棒 五 。 控 制 问题 的 讨论 。 


z 132:* 


4.7 可 靠 H EH 


上 节 我 们 讨论 了 参数 不 确定 系统 的 妃 。 控 制 问题 , 称 之 为 鲁 棒 五 。 控 制 。 本 节 我 们 将 从 另 
外 一 个 角度 来 考虑 当 系 统 中 存在 不 确定 体 时 的 玉 - 控 制 问题 , 称 之 为 可 化 #。 控 制 。 此 时 的 不 
确定 性 表现 为 控制 系统 中 的 传感器 或 执行 器 的 故 了 谭 。 当 一 部 分 传感器 或 执行 嚣 发 生 故障 ( 失 
效 ) 时 ,系统 的 模型 将 要 发 生变 化 ,引进 了 不 确定 性 。 出 于 这 种 不 确定 性 是 由 于 控制 系统 中 元 
器 件 故 麻 所 引起 的 , 故 相 应 的 如- 控制 问题 称 为 可 车 五 -控制 问题 。 我 们 将 看 到 可 靠 五 ,控制 
对 不 确定 性 的 描述 不 同 于 参数 不 确定 性 的 描述 ,因此 ,在 具体 处 理 方法 上 也 将 有 所 不 同 。 

图 4.7.1(a) 为 基本 的 广义 控制 系统 。G(s) 为 广义 被 控 对 象 ,K(: ) 为 2x 2 维 控制 句 ,z 为 
被 控 输出 ,wo 为 外 部 干扰 信和 号 y, ys 为 长 测 输出 , wiw 为 量 测 噪声 ,ui ,za 为 控制 信号 。 
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图 4.7.1 故障 模式 
当 #2 号 传感器 发 生 故 讲 时 ,相应 的 模型 撒 述 如 图 4.7.1(b) 所 示 。 相 当 于 重 测 信号 ,= 0。 
Nie2 号 执行 器 发 生 故 障 时 ,相应 的 寞 型 捕 述 如 图 4.7.1(e) 所 示 。 相 当 于 控制 信号 m = 0 
当然 ,容易 发 生 放 障 ( 易 失效 ) 的 传感器 或 执行 器 对 控制 系统 的 镇 定 设计 必须 是 宛 余 的 , 它 


们 的 存在 只 是 为 了 改善 系统 的 性 能 。 
本 节 的 讨论 将 用 到 基于 状态 观测 器 的 万 控制 器 的 设计 方法 ,为 此 ,我 们 先 对 这 一 问题 做 


一 简单 介绍 。 
4.7.1 EPRA H. 控制 器 设计 


考虑 线性 时 不 变 被 控 对 象 
x = Ax + Bu + Gwg (4.7.la) 
了 = Cy +w (4.7.1b) 


E] iae 


4335 


其 中 x 为 状态 ,y JEMAN, 为 被 控 输 出 , wo、w 为 平方 可 积 干扰 输入 ,zx 为 校 制 输入 ， 假 
B(A, ERW 

对 于 系统 (4.7.1), H ERRA E A EEB, SEDE PA TTA PPK S E Bl Sl E 
w= Kx 来 镇 定 系统 上 且 使 其 潢 足 万 。 性 能 指标 ,正如 4.4 节 所 做 的 那样 。 然 而 ,在 许多 实际 控 
制 问题 中 ,状态 变量 不 是 全 部 能 量 测 的 ,甚至 于 有 些 状 态 变量 是 为 了 系统 分 析 与 设计 的 方便 而 
感 构 的 。 这 样 ,一 个 很 自然 的 问题 就 是 如 何 利用 系统 的 输入 给 出 信息 对 系统 实现 状态 重 构 ,这 
就 是 所 谓 的 状态 观测 器 设计 。 然 后 ,根据 状态 观测 器 对 状态 的 佑 值守 ,设计 反馈 控制 律 w = 
政 。 本 闻 我 们 考虑 如 下 形式 的 全 阶 状态 观测 器 


iz AÉ + Bu + Gh + L(y - CË) (4.7.2) 
EDEPOL IG e i x MUJ, L 为 观测 器 增益 阵 ,而 
wo = Kx (4.7.3) 


表示 对 于 扰动 输入 的 信 值 。Ks 为 相应 的 增益 隆 。 给 定式 (4.7.2) 和 式 {4.7.3), 基 于 状态 观测 
器 的 动态 反馈 控制 律 为 


s (A + BK + GK, — LC) + Ly (4.7.4a) 
u = Kx (4.1.4b) 
其 中 三 个 增益 阵 L.K.K 是 待 求 的 。 


可 求 得 ,由 式 (4.7.4) 和 式 (4.7.1) 构 成 的 增 广 闲 环 系 统 为 


X, = Fx, Gwaolc HX, (4.7.5) 
其 中 加 =(CrT xD.I-0e € 
poah HE l«-[? "Las - e] (4.7.6 
"C dÀLC AQ- LCÍ! CTE A * K 


AH A, =A + BK + GE,. 
对 式 (4.7.5) 做 非 奇异 变换 = MA REP r= (xt ee= 了 -xr 为 状态 的 估计 误差， 
而 变换 阵 


M. Ë 中 (42.7) 
"|, 7 
则 得 
= (4.7.8) 
其 中 
NN A + BK BK 
Y, - MSRM, d^ o. F | 
n A.-BK- LC 
G 0 # 4 (bun 
6, - «76, = | Jñ = naj < | ] 
-G L K K 


我 们 的 目的 是 选择 反 愤 增益 阵 及 ,观测 谢 增 益 阵 L 和 证 扰 估计 增益 阵 Kz, 使 得 闲 环 传 孙 
PE T(s)= H.G - F.) G = À -EO -从 满足 | rO) 1 -<y。 为 此 ,我 们 需要 如 下 两 
个 引 理 。 

E E 


[318 4.7.1]%) & T(s)= H(d - F) GE PC, HOBEISB, SR FE SEE X >0 

和 一 个 正 数 y ,满足 
F'x + xF + 去 XGGX + HIH<O (4.7.10) 

M F EREHE TORENT) loso 

我 们 看 到 ,该 引 理 与 4.3 节 的 定理 4.3.9 是 相似 的 ,只 是 将 不 等 号 > (< ) 改 成 了 > (=). 

【 引 理 4.7.2] 61 (F, HE SERERE ,如果 以 下 两 个 条 件 成 立 : 

(1) CA HD E SEREWIIS o 

(2 A, 2A + BK + GK, 是 稳定 的 。 

【定理 4.7.1]. 假设 (4 ,五 ) 是 能 检测 的 ,而 


R=- RIX.K, = kox (4.7.1D 
其 中 天 > 满足 状态 反馈 设计 Riccati 方程 
A'K + XA + xao - XBB'X + HTH = 0 (4.7.12) 
E A,= A + BK + GK, 是 稳定 的 。 再 假设 
L-(1-y?YX) yc" (4.7.13) 
其 中 了 >0 潢 足 观 测 器 设计 Riccati 方程 
AY + YA” + Titu" ay - YC'CY + GG" = 0 (4.7.14) 


Bo YX| < y? MABRE. DRE X kasa (4.7. D B.E PIE REPE TC) = H, (sF 
-FOG MENIT l. < y. 


DEM] EX X035 


AG TX o 
elle oce 4.745 
p DYY!-X 
则 利用 式 (4.7.12) 和 式 (4.7.14), 经 常规 代数 运算 ,可 得 
FF, + EP, + AC, + HH, - 0 (4.7.16) 


其 由 六 .区 和 应 , 由 式 (4.7.9) 给 定 。 根 据 定 理 中 很 设 条 件 , 由 引 理 4.7,2 REAL CP, B.) ERE 
测 、 因 此 ,根据 引 理 417.1, Š, BEE T(s)= M.G - F7 6, = B.G F7 G 满足 
ETO) lere m 

将 式 {4.7.9) 的 变换 阵 代 入 式 (4.7.16) ,可 得 

MEM: ,+ KM: PM, + XM, GGM, "Ë, CHI, =0 
上 式 两 端 堪 乘 M ER M, W 
FEM + MIŠMI F, + BM; ŠM, GM EM, + HH, =0 
4 X - M; ŠM W X 208. 
FIX, + Xo 5G, + HH, - 0 (4.7.17) 


f RAS. w 


土 式 为 式 (4.7.16) 的 等 价 表 示 。 

根据 上 面 所 得 的 一 些 结果 , 现 阐述 可 车 凡 。 控 制 器 设计 的 基本 思想 ， 

定理 4.7.1 给 出 的 基于 设计 方程 (4.7.17){ 或 方程 (4.7.12) 和 (4.7.14)) 的 控制 器 综合 方 
法 ,保证 了 闭环 稳定 性 和 Ho RAIT | a <> 成 立 ,但 对 于 控制 元 件 失 效 未 必 是 可 靠 的 。 
但 我 们 注意 到 , 引 理 4.7.1 的 多 >0 只 需 满 足 不 等 式 


FIX, + XF, + P 8 G, + HH. < 0 (4.7.18) 


对 某 设计 问题 , 当 y APRETAR Rir EGIT 18) Sy B RR EE E R 
们 就 可 从 这 一 徐 控 制 器 中 选 出 一 个 具有 所 期 望 的 可 靠 性 质 的 控制 器 。 这 里 所 采用 的 方法 是 将 
设计 条 件 (4.7.18) 表 达 为 


FIX, + XF. + lano, + HH, + P, = 0 (4.7.19) 


其 中 P,>0 RE. ATBAIR EHR S ok S ARE PEBE P, ,使 得 闭环 系统 不 但 在 
所 有 控制 元 件 正常 工作 时 ,而且 在 部 分 传感器 或 部 分 执行 器 失效 时 , 引 理 4.7.1 的 假设 条 件 均 
得 到 满足 。 其 方法 是 首先 确定 控制 元 件 失效 所 产生 的 系数 矩阵 F... G, FH, 的 摄 动 ,然后 , 基 
于 这 一 信息 选择 合适 的 已。 例如 ,如 果 一 个 控制 器 的 设计 必须 容忍 某 种 传感器 失效 ,那么 ,就 
可 得 到 对 应 于 这 种 传感器 失效 的 振动 阵 AF, 和 AH,。 考 虑 摄 动 后 , F, + AF,.G, fü E, + AH, 
就 代表 相应 的 量 测 值 不 存在 (为 等 ) 时 的 系统 算 阵 。 加 \ 减 适当 的 项 , 则 条 件 (4.7.19) 可 表达 为 
如 下 形式 

(F, +AF,)"X, + X.(F, +AF,)+ 156,801, +(H.+AH.)'(H,+AH,)= (4.7.20) 


- P, + AFIX, + X, AP, + HTAHT + AHTH, + AH AH, 
确定 某 P.>0, 使 得 式 (4.7.20) 右 端 为 非 正定 , 则 式 (4.7.20) 隐 含 
(F.+ AF,)TX, + KE(F,+ AF,) + xG ox, +(H, + AHH, + AH) «0 


所 以 , 摄 动 后 的 系统 满足 引 理 4.7.1 的 基本 假设 条 件 。 最 后 , 对 于 所 选 的 P, >0, 找 到 设计 方 
程 ,使 式 (4.7.19) 得 到 满足 。 


4.7.2 传感器 失效 的 可 靠 了 -控制 


我 们 先 来 考虑 控制 系统 某 些 传感器 失效 时 的 可 靠 刀 。 控 制 器 设计 问题 ,下 一 小 节 再 考虑 
某 些 换行 器 失效 时 的 可 半 B. 控制 器 设计 问题 。 令 0 C11,2,…,dim(y)| 尾 示 和 传感器 中 容易 
失效 的 部 分 ,正如 前 击 所 述 , 这 -一 部 分 对 镇 定 系统 而 言 是 宛 余 的 ,但 可 用 来 改善 系统 性 能 。 另 
一 部 分 记 为 五 C 11.2,…,dim(y)| - 吕 , 这 一 部 分 传感器 不 会 失效 。 对 输出 矩阵 C 引 和 人 如 下 
分 解 
C = Ca «Cg (4.7.21) 
其 中 Co 和 C5 是 按照 下 和 0 将 矩阵 C 的 对 应 行 贰 零 而 得 到 的 。 例 如 , C5 是 将 C 中 对 应 于 容 
易 失效 的 传感器 的 相应 行 置 零 而 得 到 的 。 令 wc 0 表示 实际 失效 的 一 部 分 传感器 ,而 TO) 
表示 所 导致 的 闭环 系统 的 传 水 隆 、 类 似 于 分 解 式 {4.7.21) ,我 们 采用 如 下 分 解 
本 (4.7.22) 
其 中 C, 和 C5 类 似 于 Ca 和 C5 对 矩阵 C 的 分 解 。 由 于 wc n, 所 以 有 CTC。 < Chr RDE 
3: 130622 


对 观测 器 增益 阵 L 做 分 解 
L = L, + L; (4.7.23) 
使 得 
EC (4.7.24) 
Hl LEH L 中 对 应 于 实际 失效 的 传感器 的 相应 列 置 零 而 得 到 的 。 
JUI o= dr+l,r +2, ,dim(p) ,rdim(y) = 9; 则 (4.7,22) 和 (4.7.23) 两 式 的 分 解 
可 分 别 表示 为 


€, 0 
cl lo 
csl l] enat 
odl lc, 
于 = 
可 以 证 明 本 小 节 的 如 下 主要 定理 。 


【定理 4.7.2】 在 定理 4.7.1 的 所 有 假设 条 件 和 增益 阵 设计 公式 下 , 设 X>0 f Y»04 
别 满足 如 下 Riccati 方程 


ATX + XA - XBB'X + Z xGo"x + HH + CTC, = 0 (4.7.25) 


AY + YAT & Armay - YChCgY + GGT = 0 (4.1.26) 


则 ,对 于 任意 vc A 的 传感器 失效 ,闭环 系统 是 稳定 的 , 旦 1 Tz a < y. 
注 1 当 w=g, 即 所 有 传感器 均 正常 工作 时 ,75(s) = T(s) 为 标 称 系统 从 we 到 z 的 闭环 


传 函 阵 ,其 中 
bel 


定理 4.7.2 EET XX — OE LIOS $ = wG1。 当 ww 尖 区 时 , 即 有 部 分 传感器 失效 时 , 则 TIC 
表示 从 we 到 z 的 闭环 传 函 阵 ,其 中 
wo 
«e 


而 wz 仅 包含 正常 工作 传感器 所 引进 的 量 测 噪 声 的 分 量 。 也 就 是 说 ,我 们 所 考虑 的 传感器 失效 
的 可 人 蔡 控 制 向 题 实 际 上 是 将 与 失效 传感器 相关 联 的 量 测 嗓 声 取 为 零 来 处 理 。 
法 2 设计 方程 (4.7.25) 和 (4.7.26) 是 将 定理 4.7.1 的 两 个 设计 方程 (4.7.132) 和 (4.7.14) 
中 的 系统 矩阵 H 置换 成 如 下 的 增 广 矩 阵 
H, = B ] (4.7.27) 
` lys ` 
而 得 到 的 。 这 对 应 于 选择 式 (4.7.19) 中 的 矩阵 P, 为 


CoCo 0 
已 = rl 2a ]>。 
0 o 


E 


DERA] 考虑 到 上 面 的 注 2, 如 果 式 (4.7.25) 和 式 (4.7.26) 存 在 适当 的 解 , 则 定理 4.7.1 
保证 了 X.>0 满足 


FIX, + XF, + 536,63, :HLH, = 0 (4.7.28) 
(参见 式 (4.7.17)) 且 (。, HL. ) 能 检测 ,其 中 增 广 闭环 系统 由 如 下 矩阵 描述 
A BK G 0 H, 0 

Fc [e A, - m S l: MES = | 0 xl TES 


而 实际 的 无 传感器 失效 的 闭环 系统 矩阵 由 式 (4.7.6) 描 述 。 
对 于 相应 于 wG 的 传感器 失效 ,动态 控制 器 实际 上 成 为 


£= (Á í BE + GK,- LC)Š + Lzy (4.7.30a) 

u = Kx (4.7.30b) 

我 们 看 到 ,控制 器 的 动态 结构 并 未 受到 传感器 失效 的 影响 ,只 是 控制 器 的 输入 结构 被 改变 了 。 
给 定式 (4.7.30) ,闭环 系 统 垂 阵 成 为 


Flc et x tes zm [5 HE # |. zl (4.7.3) 

BUE TIREE 
F, = Fo + 区 jie 0] = F; + L,C,, (4.7.328) 
GG = od y x p Jio LE] = eem-riano— «ow 


CCco 9 
HLH, = HH, + »| à M (4.7.32e) 
Xest (4.7.32) RAR (4.7.28) ,并 利用 CTC, CLC, .不 难得 到 


PLA, € Xs AEG GOLA, + HIH, = - COELI, - Keo, - 
dxnanx-r| Mm os 

s: re es 

CELL -六 [Co AX LX, Y LC, 


- GALa t rL. + C.) «0 
EIE UR CE, HSER, JH 9138 4.7.1 可 得 ,Fj 是 稳定 的 , 且 从 woes 到 z EBRE Tz) = 
HÁS- FS) GIA | T; |. < y. (Fo, HH.) 能 检测 性 的 证 明 如 下 :如 果 vT- (vp vua 
满足 F. = Ay HHY =0, 则 Av, = av. Fl Hv!=0, 并 且 由 已 知 条 件 ,(4 ,#H) 能 检测 ,因此 Re 
(3) «0 v, 20, WR v, =0, 0h F. = zv = Av IH =0, 可 推 得 H.,, v =0, 因为 (FF,， 
H.. ) 能 检测 ,所 以 ,Re(hA) < 0, dE 


4.7.85 执行 器 失效 的 可 靠 中 -控制 


令 0 G11,2,…,dim( ww) 表示 执行 器 中 容易 失效 的 部 分 ,这 一 部 分 对 镇 定 系统 也 是 元 余 
+ 138... 


的 。 另 一 部 分 记 为 豆 E 11,2,… .dim(u)] - 0 ,表示 不 会 失效 的 执行 器 。 对 控制 矩阵 B 引入 
p 

B = Ba + Bñ (4.7.33) 
其 中 中 是 将 正中 对 应 于 容易 失效 的 执行 器 的 相应 列 置 霍 而 得 到 的 , Ba 可 类 他 得 出 。 令 o C 
Q 表示 实际 失效 的 一 部 分 执行 器 ,而 7T5(s) 和 表示 所 导致 的 闭环 系统 的 传 通 阵 。 引 人 如 下 分 解 

B = B, + Bç (4.1.34) 
其 中 B 和 BB 类 似 于 式 (4.7.33) 中 Bo MBIA B HAR HT e CO. MAR BBT s BaB n 
对 反馈 增益 阵 K 做 相应 的 分 解 

K = K. + Kz 
使 得 

BK = B.K, + B;K; 
则 对 偶 于 定理 4.7.2, 如 下 定理 成 立 。 
【定理 4.7.3】 在 定理 4.7.1 的 所 有 假设 条 件 和 增益 阵 设 计 公 式 下 , 设 X 2030 Y205) 

别 满足 如 下 Riceati 方程 


ATX + XA — XB3BDX + Xo™x +H'H - 0 (4.7.35) 
AY + YAT « nma - YC'CY + GG! + P B,BL = 0 (4.7.36) 
定义 
G,- [G yBo],K,, = E x 《4.7.37) 
且 将 动态 控制 器 修改 为 
Xe (A+ BK + G, Ky ~ LC + Ly {4.7.38a) 
u- (4.7.38b)} 


设 控 制 器 (4.7.38) 本 身 是 开 环 内 稳定 的 . 则 对 于 任意 o c O 的 执行 器 失效 ,闭环 系统 是 稳定 
WEI Ts |. <>. 
注 1 对 于 相应 于 o C 0 的 执行 器 失效 ,75(*) 表 示 从 we I z RE GB: RP zo (eL 
与 正常 工作 执行 器 相关 的 控制 分 量 。 也 就 是 说 ,所 考虑 的 执行 器 失效 的 可 靠 控 制 问 题 是 将 与 
失效 执行 器 相应 的 控制 信和 号 从 被 控 输 出 x FERETE), TRES 及 。 范 数 的 计算 。 
注 2 设计 方程 (4.7.35) 和 (4.7.36) 是 将 定理 4.7.1 的 两 个 设计 方程 (4.7.12) 和 (4.7.14) 
中 的 系统 矩阵 G 置换 成 式 (4.7.37) 的 增 广 和 矩阵 G, 而 得 到 的 。 这 对 应 于 选择 式 (4.7.19) 中 的 
矩阵 P, 应 为 
Es uet ° 
0 0 
【证 明 】 考虑 到 注 ?2, 如 果 式 (4.7.35) 和 式 (4.7.36) 存 在 适当 的 解 , 则 定理 4.7.1 保证 了 
X.>0 满足 


]x>s 


FIX, + XF AGa 61, X, + HH, -9 (4.2.39) 


439 - 


ECF, , H ) 能 检测 ,其 中 增 广 闭环 系统 由 如 下 矩阵 描述 
P |: BK Ja - [7 eh | °] 
LC A,- LC 90 L oL 
其 中 4。= 4 + BK+ G+ Kas,。 而 无 执行 器 失效 时 的 闭环 系统 矩阵 由 式 (4.7.6) 描 述 。 
对 于 相应 于 o C Q BRITER HERA 


(4.7.40) 


£= (A + BK + G, Kj - LC) + Ly (4.7.41a) 
ú = K;£ (4.7.41b) 
给 定式 (4.7.41) ,了 图 环 系统 矩阵 成 为 
A BK; H 0 
==] | TOME TI ] (4.7.42) 
LC A,- LC. 0 L 9 K; 
由 此 可 得 
B, 
F, = F; + [ i ] ° K,] = F,; + B..K.., (4.7.438) 
HIH, = HGH + KUK. (4.7.43b) 
T 
G, GT, = GG] + s | (4.7.4330) 


331 (4.7.4344 A X (4.1.39) ,得 
PEX, «XFzi O66, + HEH < - (UR. + KL)UBL + K.) «0 
(4.7.44) 
如 果 ( ,所 <) 能 检测 , 则 引 理 4.7.1 保证 了 Ps 是 稳定 的 , 且 Tz) = Esl- Fz) 6, W 
RA TG 1 。 <y。 为 了 证 明 能 检测 性 , 令 nr- (T OD 208 Fay = ap Rr = 0, 则 
Av, 2à9, 和 Hy, =0, 且 出 已 知 条 件 (4  HOSEAERU, EIE, Re(A) «0 8 v, 20. IR v, 20,0 
Fay = hy 给 出 


(A + BK + G, Ku, - LC)v; = àv, (4.7.45) 
但 由 控制 器 本 身 是 开 环 稳定 的 假设 ,(4 + BK + G, Kj, - LC ) 是 稳定 的 ,所 以 ,Re(X) <0。 
证 音 


与 定理 4.7.2 不 同 ,定理 4.7.3 要 求 控制 器 本 身 是 稳定 的 ,以 保证 可 车 的 闭环 稳定 性 。 如 
果 所 设计 的 控制 器 不 是 稳定 的 , 旭 可 采用 如 下 定理 给 出 的 强 镇 定 控制 器 设计 方法 。 
【定理 4.7.4】 在 定理 4.7.1 的 所 有 假设 条 件 和 没 计 方程 下 , 令 了 > 0 满足 ficeati 方程 


YF" + FY + ELLA - YCUCY + PLU + GGT+ Y BBT -0 (4.7.46) 
其 中 下 = 4 + BK WAI Z i E S ESE 05 (2 BL 5 £ EE 05), B FB F e a IJ 
ITO) agya 
该 定理 与 定理 4.7.3 相 结合 , 即 可 设计 出 开 环 稳定 的 动态 控制 器 - 


定理 4.7.4 的 证 明 可 参见 文献 [66]。 
|a s 


4.8 RETE HH 


MREMA S PEE 5 GE ME DU SEERE Hb A h TE SHR R EE 
确定 性 ,相应 的 H a ARA ER 3 万 ,控制 问题 。 
考虑 如 下 状态 空间 方程 描述 的 参数 不 确定 线性 系统 
xlt) = [A + AACO]x C) + Bu(t) + Gw (t) (4.8. 1a) 
zli) = Cx(r) (4.8.1b) 
其 中 xER* 是 状态 ,wu& R? 是 控制 输入 ,mwE R' 是 干扰 输入 ,而 z€ R" 是 被 控 输 出 ,4、B8,G 
和 是 具有 相应 维 数 的 标 称 系统 定 当 矩 阵 。A4(' ) 是 代表 时 变 参 数 不 确 定性 的 实 值 矩阵 函 
数 , 且 具有 下 述 形式 
AA(t) = DF( E (4.8.2) 
其 中 DER EER DIAE SIB EBE, FD € Ri*i 为 满足 范 数 有 界 条 件 F'(:)F(:) 
= 1 Blu PE PS, B FOIE Lebesgue 可 测 。 
与 上 节 不 同 ,本 节 我 们 假定 系统 的 所 有 状态 变量 均 是 可 量 测 的 , 均 可 用 于 状态 反馈 。 也 就 
是 说 ,我 们 的 目的 是 设计 状态 反馈 控制 律 
u =- Kelt) (4.8.3) 
来 实现 系统 (4.8.1) 的 鲁 棒 可 靠 B. 控制 ,而 且 我 们 只 考虑 执行 器 失效 的 情况 。 
出 于 系统 (4.8,1) 中 存在 参数 不 确定 性 ,类 亿 于 4.6 节 , 我 们 需要 如 下 不 确定 系统 二 次 可 
镇 定 的 概念 。 
【定义 4.8.1}( 二 次 镇 定 ) 给 定 > 0。 称 不 确定 系统 (4.8.1) 为 具有 KÜRE y 二 次 
可 镇 定 的 ,如 果 存 在 式 (4.8.3) 的 线性 状态 反馈 控制 律 和 正定 对 称 阵 PS R"*", 使 得 不 等 式 


ALGO)P + PAG) + PBBP + Cic, «0 (4.8.4) 


对 任意 允许 的 (满足 式 (4.8.2)) 不 确定 性 FOORE. F A (B, 8I C, 是 闭环 系统 的 状态 
空间 实现 。 

与 4.6 节 相 类 似 , 上 述 定 义 隐 含 如 下 结果 。 

【定理 4.8.1][92) 设 不 确定 系统 (4.8.1) 在 式 (4.8.3) 的 状态 反馈 下 ,为 具有 H.S y 
二 次 可 镇 定 的 。 则 闭环 系统 是 一 致 渐 近 稳定 的 ,而 且 在 零 初 始 条 件 x (0) = 0 下 ,有 
Hz 有 < Yi 上 wl 上; 对 所 有 人 允许 的 不 确定 性 F(t} 和 所 有 非 零 w € LEO, + x ) 成 立 。 

下 面 讨论 不 确定 系统 (4.8.1) 在 部 分 执行 器 失效 时 的 和 鲁 棒 可 靠 Ho 状态 反馈 控制 器 的 设 
计 问 题 。 与 式 (4.7.33) 和 式 (4.7.34) 相 同 , 对 矩阵 B 引入 如 下 分 解 


B= Ba + Ba 
B= B, + Bš 
并 假设 (4 , 85) 能 稳定 。 根 据 以 上 分 解 ,不 难得 到 如 下 事实 
BoBh = BB, + Bo-Bh-u (4.8.5a) 
BaBh = BRL BaBL. (4.8. 5b) 


信 得 注意 的 是 , 上 节 我 们 将 失效 的 执行 器 的 输出 取 为 零 米 处 理 ,而 本 节 我 们 将 其 视 为 任意 
能 量 有 界 信号 , 即 , 炎 效 执行 器 的 输出 属于 LIO + w), 而 把 它 看 做 是 -~ 种 作用 于 被 控 对 象 的 
-Me 


于 抗 。 这 和 样 , 作 用 于 被 控 对 和 象 上 的 总 干扰 就 可 以 表达 为 


iz] 


E ow, € R^ 是 由 于 对 应 的 执行 器 失效 而 产生 的 干扰 输 入 , 它 是 将 控制 输入 u 中 对 应 于 正常 工 
作 执行 器 的 元 素 置 为 零 而 得 到 的 。 
我 们 有 如 下 主要 定理 。 
1 定理 4.8.2】 给 定 yY>0。 对 相应 于 任意 ¿c n 的 执行 器 失效 ,不 确定 系统 (4.8.1) 是 二 
次 可 镇 定 的 , 且 在 零 初 始 条 件 下 ,被 控 输出 z 满足 1 z l; < 7 wr 中 ,如果 存在 正 数 了 >0 和 
e>0, 使 得 存在 正定 对 称 阵 P > 0 满足 如 下 Riceati 方程 
ATP + PA + E GG" + B9B) P. + 2PDD'P - PBBP + ŻEE + CTC + d = 0 


(4.8.6) 
而 且 , 相 应 的 反馈 控制 律 为 
u(t) =- Ke(D,K = iar (4.8.7) 


[uH] 设 存在 正 数 8 >0 和 >0, 使 得 Riceati 方程 (4.8.6) 有 正定 解 P > 0。 考 虑 对 应 
于 ec 的 执行 器 失效 , 则 不 确定 系统 (4.8.1) 可 表示 为 


ED=[4+A4(Ojz(+[G Blw, C) Beli) (4.8. Ra) 
tlt) CE (4.8.85) 
由 于 控制 信息 uU RIBUS E RRITE ER TARER LER DI SR (4.8.88) P u(t) 应 为 
uU) =- Karli), Ke = BBP (4.8.9) 
FEL (4.8.9) AA GE (4. R. 8a) , 则 得 闭环 系统 矩阵 分 别 为 
AG) = A + DFG)E - LBBIP (4.8.10a) 
B.= [G Bj (4.8.10b) 
C=C (4.8.10c) 
根据 如 下 事实 
SPD SEF/SD'P - Br E20 
FI(r)F(:) < I 
我 们 有 


E'F'G)D'P + PDF(OE < SPDDTP + SET E (4.8.11) 
根据 式 (4.8.50) 和 式 (4.8.11) , 式 (4.8.4) 的 左 端 小 于 或 等 于 
ATP + PA + EC + BBT)P + SPDPTP — 
tregir * EE + CTC (4.8.12) 
最 后 ,考虑 到 式 (4.8.5) 和 式 (4.8.5) ,我 们 得 到 
AI 已 + PAG) + PB BIP + clic, x 


Duae 


-el- GE eg Pla. BhP <0 (4.8.13) 

a 

EW 4.8.2 f idi T WIESE CHECA 8. DATER H. FEB) RETE fE ËJ — T EA AE 

件 。 这 一 条 件 就 是 Riccati 方程 (4.8.6) 存 在 正定 解 P >0, 而 Riccati 方程 (4.8.6) 解 的 存在 性 

依赖 于 参数 的 调整 。 关 于 适当 选择 套数 9 ,以 使 式 (4.8.6) 存 在 正定 解 的 方法 ,可 参见 文献 
L67] 893138 2。 


4.9 鲁 棒 指 数 稳定 问题 


本 节 及 下 节 所 讨论 的 内 容 可 看 做 为 本 草 前 几 节 得 到 的 了 标准 控制 问题 有 关 结 论 的 其 体 
应 用 。 

回顾 2.6 节 关 于 具有 指定 衰减 度 的 LOR 问题 ,闭环 系统 的 解 z* (1) 以 不 小 于 规定 的 速度 
趋 于 平衡 点 。 本 节 讨 论 同 时 具有 参数 不 确定 性 和 未 建 模 动态 的 系统 的 具有 指定 训 减 度 的 鲁 棒 
稳定 问题 ,或 称 为 鲁 棒 指 数 稳定 问题 ,并 将 这 种 类 型 的 不 确定 系统 的 上 述 鲁 社 指 数 稳定 问题 转 
化 为 某 个 适当 定义 的 标 称 系统 的 上 ,标准 控制 问题 。 然 后 ,通过 求解 这 个 #。 标 准 控制 问题 . 
即 可 得 到 鲁 棒 指 数 稳定 问题 的 解 。 

首先 ,考虑 上 述 不 确定 系统 的 鲁 棱 指 数 稳定 问题 ,然后 ,再 讨论 其 寡 棒 镇 定 问题 。 

给 定 如 下 形式 的 系统 


X=(A+EZ(I)F)zr + Bw (4.9.1a) 
z = Cx (4.9. 1b) 
w = Als)z (4.9.10) 
其 中 AQBLCLE 和 FF 为 已 知 定常 阵 , 攻 (t) 为 未 知 参数 摄 动 阵 ,并 属于 如 下 定义 的 集合 
DQ-iEQ)IE'(G)EG) «I Ni (4.9.2) 
4(s) 为 未 建 模 动态 ,并 属于 如 下 集合 
BH. = {A(s) LAG) € BH,. ll ACO B s < 11 (4.9.3) 


【定理 4.9.1】 对 于 任意 给 定 的 A(s)€ 8H。 ,如 果 存 在 适当 的 标量 À > 0, 使 得 Riceati 不 
等 式 
ATP + PA + PBB'P + 2 PEE'P + CTC + SFF «0 (4.9.4) 
有 乓 有 正定 解 >0, 则 存在 标量 a>0,8 >0, 使 得 系统 (4.9,1) 对 于 任意 初始 状态 (ORAE 
是 


lxCO l’ ga llx(O Nem, yt>0,Y ZEA (4.9.5) 
DER] 设 4(s)€ BH。 具 有 以 下 状态 字 间 实现 
Xs = Asta + Baz (4.9.6a) 
w = Cata (4.9.6b) 
即 AG - Cal- Aa) BA, 则 根据 定理 4.3.9, 存 在 相应 的 正定 阵 Q >0 ,使 得 
ALQ + QA, + QB,BLQ + CC = - M < 0 (4.9.7) 


其 中 M 为 定常 矩阵 。 
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$xi-[x x3], 则 得 系统 (4.9.1) 的 状态 空间 实现 如 下 
X, [A + E.F(i)F,]x, (4.9.8) 
其 中 
A BC, 
[ac Aa 
由 定理 1.4.3 可 知 , 我 们 只 需 证 明 对 于 任意 给 定 的 A (5) €. BH。 ,存在 Lyapunov 函数 
V(x)Rce»20H8E 


] [sre 0] 


Y G)«-clax(Ol've20ovzea (4.9.9) 
假设 存在 适当 的 X>0 和 >0 满 足 式 (4.9.4)。 令 


N =- (ATP + PA + PBB'P + 2PEETP + C'C + ien > 0 (4.9.10) 


利用 上 述 的 Q> 0 利己 >0, 定 义 正定 阵 X hi F 
x=[? M 
Bosco 


V(x,) = xt(0 Xx, (t) 


并 定义 


则 有 
Y) = zIXx + xlXx = x(AIX + XAQx, +2xTE EC) Fx (4.9.11) 
另 一 方面 , 令 
j: 2 ATX + XA, + NXE EY + LF ` (4.9.12) 
= | son A + oe .9. 


WHER ¿C R'*P(x C R',x € RP) A 
[Su Sel) 
"se = [E]. EU E 
gsi afa SUI 
STSuG 26106 + EISn€s (4.9.13) 
其 中 
Su = ATP + PA +A PEEP + SF"F 
Sy = CTp1Q + PBCA 
Sn= A30 + QA, 
Test (4.97) 851 (4.9.10) fCA GC (4.9.13) 18 
ETSE = EC- N - PBB'P- C'C)6 «261 CT BlQs + 
25TPBC,E; - ICM + QB,BSQ + ChCa) s = 
- ETNE - EE ME - (5; PB - EICI( BPE, - C455) - 
GTC" - 6310B1) (Ch, - BOE < - el 6l? (4.9.14) 
其 中 
s s minie( N),s(M)I 
DM 


$ <- sl (4.9.15) 

将 上 式 代 入 式 (4.9.11) , 则 容易 推 得 
Vx) -elix(Dl*.vevzen (4.9.16) 
成 立 。 DE 


根据 定理 4.3.9, E28 4.9. I 的 条 件 , 即 式 (4.9.4) 有 正定 解 ,等 价 于 


C 
l: Jana AE]| «1 (4.9.17) 
af 


H 4 为 稳定 阵 。 因 此 ,我 们 可 以 和 通过 求解 适当 的 五 < 标准 控制 问题 来 求 使 闭环 系统 具有 指定 
衰减 度 的 鲁 棒 稳定 控制 圳 , 即 鲁 棒 指数 镇 定 控制 器 的 设计 问题 。 为 此 ,考虑 如 下 攻 榨 系统 


x = (A + EEG) Ex + Biw + (Bj + EZ()F u (4.9.18a) 
zc Cix Dou (4.9.18b) 

y = Cix + Dyw (4.9.18c) 

w = Az (4.9.18d) 


其 中 EZG€0,A()€ BHs o 
对 上 述 被 控 系 统 ,我 们 考虑 动态 输出 反馈 控制 器 


u = K(s)y (4.9.19) 
使 得 闭环 系统 对 于 任意 4(s)E 8 。 重 棱 指数 稳定 。 设 六 (:) 的 状态 空间 实现 如 下 

7» = Aq Ey (4.9.2032) 
u = Ca (4.9.20b) 

4 x;=lx* 9], 则 可 以 求 得 闭环 系统 (4.9.18) 和 (4.9.20) 的 状态 空间 描述 如 下 
z. = (Â + BEXCOR)x, + Bw (4.9.21a) 
z = €x (4.9.21b) 
w = Als)z (4.9.21c) 


其 中 
às. PULENMET DuC] 
tp] tir EC 


闭环 系统 (4.9.21) 在 形式 上 与 式 (4.9.1) 是 相同 的 。 根 据 定理 4.9. 1 ,可 以 通过 解 适 当 的 
4。 标 准 控制 问题 而 求 得 满足 要 求 的 控制 器 。 为 此 ,对 于 给 定 的 被 控 对 象 (4.9.18) ,定义 标 称 


广义 被 控 对 象 如 下 
c, Di 
Pi(s) = d 9 ly (4.9.22) 
" s 
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其 中 入 >0 为 待定 系数 。 

【定理 4.9.2】 如 果 存 在 标量 A > 0, 使 得 以 下 (4) 为 广义 被 控 对 象 的 五 标准 控制 问题 有 
解 (4.9.20), 则 闭环 系统 (4.9.21) 对 于 任意 4(s)E 587- 是 鲁 棒 指 数 稳定 的 。 

【证 明 】 根据 定理 4.9.1 可 知 ,闭环 系统 (4.9.21) 对 于 任意 A(s)E RH。 是 鲁 棒 指 数 稳定 
的 充分 条 件 是 存在 适当 的 标量 4 > 0, 使 得 Riceati 方程 


ATP+ PÂ + PBBP + A! PEETP + ETC + hêr <9 (4.9.23) 
其 有 正定 解 P > 0. 
另 一 方面 ,可 求 得 ,由 广义 被 控 对 千 (4.9.22) 和 控制 器 (4.9.20) 构 成 的 闭环 系统 为 
¿= AE+[B aE)w (4.9.24a) 
ë 
z= m (4.9.245) 


所 以 ,如 果 控 制 器 (4.9.20? 是 广义 被 入 对 象 P(s) 所 对 应 的 及。 标准 控制 问题 的 解 , 那 么 ,系统 
《4.9.24) 内 稳定 , 且 


l Gow lla L (4.9.25) 
成 立 。 其 中 
ë 
[ TN E 
ati 
故 由 定理 4.3.9 可 得 ,对 于 该 > 0,Riccati 不 等 式 (4.9.23) 具 有 正定 解 P> 0。 un 


[84.9.1] 考虑 图 4.9.1 所 示 系 统 ,其 中 被 


控 对 象 P( *) 的 状态 空间 实现 为 EE 
[e ERUR] a * 
T 3 PF |i d^ H P6) F 2 


v=[1 5]x 
203848 S sh A ARERIA, R 
HIGI, v iR ALGOE REL. | ALGO MN « 
«0.4, 

$ l) =l), A(s) =2.5Als) 


0 1 0 — 1 

asf 5 jon [] | | 
C,«[0.4 2]),D.=0,C,=-[1 5], Da=1 | zu | 
Er=[0.2 0).F,«[0 21.5,-1 i ' 

则 图 4.9.1 所 示 系 统 可 以 等 价 地 表示 为 如 图 4.9.2 所 | | e | 
T i 


示 系 统 , 其 中 等 价 筱 控 对 每 证 自 式 (4.9.18) 找 述 ,并 er EN 1 

B X(O)€0,A()0€ BHs。 因 此 ,可 以 利用 4.5 节 介 

绍 的 设计 方法 ,求解 式 (4.9.22) 定 义 的 P(s) 所 对 应 

D H 标准 控制 问题 , 得 到 对 于 任意 4, (1) 

CLA, Cs) lla «0.4) ,使 闭环 系统 重 棒 指数 稳定 的 给 图 4.9.2 等 价 系统 
* 046 - 


出 反馈 控制 器 K(s)。 当 取 A = 0.75 时 , 求 得 如 下 动态 控制 器 
11.052 5s +2.242 8 
5! 11.7017 s +4.350 7 


该 控制 器 的 具体 设计 过 程 可 参见 文献 [19] 。 


KR(s]) = - 


4.10 干扰 抑制 问题 


本 节 我 们 以 二 次 型 性 能 指标 为 目标 函数 ,讨论 干扰 捉 制 问题 。 并 将 其 转化 为 也 ,标准 控 
制 间 题 。 
设 被 控 对 象 的 找 述 为 
x() = Axli) + BuwG) + Bufi) (4.10.la) 
y) = C;x(:) + Dw (t) (4.10.1b) 
其 中 a (EI A. w) FS y COS P| in. BETEREN T>0, w(t) 
满足 如 下 有 界 条 件 (能 量 有 限 ) 


wowtodt< e (4.10.2) 
对 于 被 控 对 象 (4.10. 1) ,考虑 动态 输出 反馈 控制 器 
uli) = K()y(O (4.10.3) 


满足 如 下 设计 目标 : 
(1) 闭环 系统 为 浙 近 稳定 。 
(2) 当初 始 状 态 =(0) =0 时 ,对 于 任意 给 定 的 7>0 
[iac + a Rac < y| wow (4.10.4) 


对 所 有 满足 (4.10.2) 的 干扰 信和 号 w CORTA ety 20 E REGERE 0 R >0 为 加 权 阵 。 
设计 指标 (4.10.4) 中 ,y 越 小 ,表明 系统 对 于 护 w(1 的 抑制 能 力 越 强 ,而 加 权 阵 Q fü R 
用 来 调节 干扰 抑制 效果 和 控制 输 人 信号 过 大 的 矛盾 。 
下 而 我 人 证明, 控制 器 (4.10.3) 的 设计 问题 可 以 归结 为 适当 的 如。 标准 控制 问题 。 为 简 
单 起 见 ,我 们 只 考虑 及 (8) 为 严格 正则 有 理 函 数 阵 的 情况 。 即 , 设 K(s) 的 状态 空间 实现 给 定 
如 下 


EGG) Axt) + BIU) (4.10.5a) 
uli) = Cx) (4.10.5b) 
其 中 x € R“ 为 控制 器 状态 变量 。 
定义 性 能 评价 信号 如 下 
z(:) = CIx( + Doule) (4.10.6) 
其 中 
. [83] 5, .]* 
eo] 


UE 4101] 设 广 义 被 控 对 象 给 定 如 下 
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1 
[4 ge m 
G(0-|€ 0 D, (4.10.7) 
1 
C; Fr- 9 


Ë KOERN. 10.7) SERES 五 。 标准 控制 问题 的 解 , 则 闭环 系统 清 足 设计 月 标 (1) 和 (2)。 
GER] 式 (4.10.7) 对 应 的 豆 * 标 准 挫 制 问题 的 竹中 如 图 4.10.1 所 示 , 其 相应 的 闭环 系 


! 
14 
LION | i 
| y5 uA 
i 
I 4 
By He f 


KiS) 


图 4.10.1 干扰 抑制 与 H. REEM 


统 可 以 描述 如 下 
x)-AxG + LBw(t) 《4.10.8a) 
Y 
a(t) = xli) (4.10.8b) 


其 中 ,z=[x? xXILBE 


dais A B,C) — B, eM 
a-| ].5=[ ]e-te Deg 
B.C; A, Bu 


设 KCORIE 4.10.1 BER. 有 。 标 准 控 制 问题 的 解 ,那么 ,A 为 稳定 隆 且 
1o QU Let 78 
vY 


«1 (4.10.9) 


注意 到 式 (4.10.1)、(4.10.6) 和 K(;) 构 成 的 闭环 系统 为 
x= Ar) + Bwli) 
z()2€xQ) 
可 见 ,4 ERARA E BEBE CV PELO EU R HB EC S 
根据 定理 4.3,9 和 式 (4.10.9) ,存在 n+ n. 阶 正定 阵 P>0, 使 得 


APPA SPEEP:CT O (4.10.10) 
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定义 二 次 型 正定 函数 
VG = x"(0P x() 
令 x(0) =0, 求 Kxs(9) 洪 闭环 系统 的 解 轨 迹 x CO ML SERE LR 
V GG) = X'[AT P + PAIX + 247 P Bw (4.10.11) 
将 式 (4.10.10) 代 入 上 式 ,得 
Y(x() < -z'[CTC+ P B B'P]z «2x P Bw = 
e 2 
-POD ww- Eoi PEO -Vw (4.10.12) 
对 上 式 两 端 从 0 到 了 积分 ,并 注意 到 V(0) -0, FC (7)) 0,8 


fiata a viscm « [ro PEO - (m'a < 


T 
f w'(ri)w(oOd: (4.10.13) 
0 
[3 
T r 
fat < [206004 (4.10.14) 
West (4. 10.6) 08 z(1) 代 入 上 式 , 即 得 妆 环 系统 满足 设计 目标 (2)。 du 


以 上 我 们 只 考虑 了 二 次 型 性 能 指标 下 的 干扰 抑制 问题 ,而 没有 考虑 模型 中 的 不 确定 性 。 
下 面 简单 介绍 当 系统 中 存在 参数 不 确定 性 时 ,如 何 通 过 求解 如 = 标准 控制 问题 来 求 网 时 满足 
和 鲁 棱 稳定 性 和 干扰 抑制 性 能 要 求 的 控制 器 。 
设 被 控 对 象 给 定 如 下 
S(t) = (A +AA(t))x(1) + BywG) + Bau(t) {4.10. 15a) 
z() = Cu) + Dault) (4.10. 15b) 
FF AAGO = EEG) F,E€ 0,0 如 式 (4.6.3) 定 义 。z 为 干 拢 抑制 性 能 评价 信号 。 
对 被 控 对 象 (4.10.15) ,设计 状态 反馈 控制 器 
u(t) = Kr(t) 
满足 如 下 设计 目标 : 
W) w=0 时 ,闭环 系统 二 次 稳定 。 
(7) A4(1)=0 时 ,闭环 系统 满足 干扰 抑制 设计 目标 (4.10.4)。 
仿照 定 理 4.10.1 的 证 明 , 可 得 如 下 结论 。 
【定理 4.10.2】 令 A4(:)=0。 如 果 A + BK 为 稳定 阵 , 且 满 足 


[45e *DuK)GLI-A- BKY'B| «1 (4.10.16) 


则 闭环 系统 满足 设计 目标 (2')。 

为 了 求 得 同时 满足 设计 量 标 (1') 和 (2') 的 状态 反馈 控制 器 ,考虑 4.10.2 所 示 的 8。 标准 
控制 问题 。 

$ 
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则 广义 被 控 对 象 为 


z » 
= 4.10.17 
四 -eof eam 
1 
A BB E] B 
Cn T 
GG) s ([ 4i Du (4,10.18) 
[| [ 5] 
I 0 0 
| m = Da | 
' I 
u 
* | i B, p c 上 一 人 的 = 
' 1 
a^ RS 
- 一 -一 | A 
1 i 
i + i 
7 B, 9 f ° | 
| | 
| | 
| 4 | 
I 1 
Yi bean N au 2 elem cd cipe. Í 
ri 


图 4.10.2 稍 棒 稳定 与 干 抗 拖 制 设计 
显然 ,4 + B.K 为 稳定 阵 等 价 于 图 4.10.2 所 示 系 统 的 内 稳定 性 , 且 容 易 验证 从 w 到 z 的 
DES TI 
Gauls) * 


NOM 4.10.19 
Gi) $ GG) Ç ) 

其 中 x LI GE I , Ñ 
Gufs) = ao + Diak)(sl - A ~ E;K)! B, (4.10.20) 
G5(:) = F(sI - A- BK)" E (4.10.21) 


因此 ,如 果 1 G(s) |. «BEI Gn GO Ls «1:8 E Gals) | o <1 Jf usr CB R EE 
4.6. URISE HE 4.10.1 ,玉环 系统 同时 满足 设计 目标 (1 ) 和 (2 )。 
上 述 讨论 表明 ,满足 设计 目标 (1 ) 和 (2 } 的 控制 器 六 ,可 以 通过 解 图 4.10.2 所 示 HL 标准 
控制 问题 而 得 到 。 
($14.10.1]7*!— AAD 型 飞机 在 山 度 为 15 000f( 英 尽 ) 时速 0.9Ma 时 的 动态 过 程 由 下 述 
2p me 


X = (A +AA)x + Biw+ B,u (4.10.22) 

其 中 状态 变量 x?= [zt n ay x4]',xi 为 飞行 速度 (fs),ss ON LR oes 为 攻 第 第 速度 ,xs 

为 攻 角 ,4 为 升降 能 操作 量 , w 是 等 价 扰动 信号 。6 为 模型 参数 的 不 确定 性 ,满足 161<50。 i 
-0.0605  -32.37 0 32.2] [0 0 0 0 


-0.00014 -1.475 10 0 00020 
A+AA= + 
-0.001 -34.72 -2.793 0 0300 
0 0 1 0 0 0 0 0. 
0 0 
z o, -0.106 4 
' | o2 |” | -33.8 
0.000 5 0 


对 于 式 (4.10.22) 的 被 控 系统 ,设计 状态 反馈 控制 器 ,使 得 闭环 系统 满足 ， 
(1) 鲁 棒 稳 定性 :对 参数 不 确定 性 0 ,系统 是 二 次 稳定 的 。 
(2) 干扰 抑制 性 能 :对 于 任意 给 定 的 了 >0 


DECIPI 
对 任意 满足 151<50 (0 ó BE HREAN 


0.35 0 00 
$0 
o= s 0 | ,8 = 109 
0 0 10 
0 0 01! 
5 
ro 
0 à 
CEN Egg F-[0 50 0 0] 
Lo 


则 被 榨 对 象 {4.10.22) 可 以 表示 为 如 式 (4.10.15a) 的 形式 , 且 不 确定 性 参数 对 满足 131 <1。 
定义 评价 信号 z = Cix + Dnu, FR 


[9.5 0 00 0 
0 0.5 0 0 0 
G= 0 0 1 0.D.=| 0 
0 0 01 o 
-0 0 00 100. 


那么 ,根据 本 节 前 面 的 讨论 , 渍 足 上 述 设计 条 件 的 状态 反馈 控制 器 ú = 如 ,可 以 通过 解 式 
(4.10.18} 给 出 的 G(s) 所 对 应 的 五 -标准 控制 问题 而 得 到 ,其 中 V7 = 10。 由 定理 4.4, 1 可知， 
JUR. Riccati 不 等 式 (4.4.5) 有 正定 解 , 则 可 以 求 得 次 望 的 状态 反 俩 控制 器 。 

将 本 例 数据 代入 式 (4.10.18), 按 上 述 设计 方法 ,得 正定 解 为 


0.0316 -0.2677 0.007 0.3295 
-0.2677 3.1955 -0.0214 ~4.0099 
0.0017 -0.0214 0.0008 0.0289 
0.3295 -4.0099 0.0289 5.2132 
根据 此 解 于 ,由 式 (4.4.6) 得 满足 要 求 的 控制 器 为 
Kz[2.7607 -38.2845 2.6025 55.0774] 


X = 10 


= 题 


41 樟 型 匹配 问题 。 如 王 所 示 ,用 三 个 传 责 阵 Ta Qi T. UB K AFOB Vr IERE Ti. F 
中 ruT2,73E RH. 1, QC RHR 


T 


=- $ 


T. 0 i of 


模型 匹配 问题 的 担 法 是 选择 QE RH. ,使 
supl ll z |w € Hz, li w oe 
JUS BD E 7, - T; QT; | 。 极 小 。 试 将 上 述 模型 匹配 问题 化 为 图 4.2. 1 所 示 的 #。 最 优 控 制 问 
题 。( 提 示 : 取 控制 器 KK= - Q) 

4.2 设 G(s)= CGI-A) BC RH. RER | GO) |, < Y(Y> 人 0 为 常数 ) 的 充分 必 
要 条 件 是 


PA + A'P + 3! PBB'P + CTC = 0 
有 半 正 定 解 P>0, E 4 +y 2BBIP 为 稳定 阵 。 
43 BW G(s) = ClsT-A4) 'B8+ 吕 ,Dz0, 且 4 为 稳定 阵 。 试 证 明 对 于 给 定 的 7(> 
VD 2. GCO) I a < y 的 充分 必要 条 件 为 Riccati 方 程 
P(A + BR^! D'C) « (A+ BR-'D'C)'P+ PBR B'P + C(I 4 DR-1DI)C= 0 
有 非 负 定 解 P>0,F A+ BR '(BTP+ D'CÓNEOERE,. 其 中 R-Y'I-D'D»0. 


44 给 定 二 阶 系统 
^; 和、 


x 
:站 
(1) 写 出 五。 控制 问题 的 广义 被 控 对 象 的 动态 方程 。 
(2) 判断 是 否 存在 状态 反馈 控制 律 ,使 闭环 传 函 阵 G. (s) HL ERUNT 3。 
(3) 如 果 这 样 的 状态 反馈 深 制 律 存在 , 试 计算 并 写 出 它 的 表达 式 。 
4.5 给 定 一 阶 系统 
*d32* 


A e Hi 


Xx-c-xtwtu 


:| 
u 
试 设计 状态 反馈 控制 律 ,使 得 从 噪声 v 到 被 控 输 出 z MERI G。(s) 的 H. BUF 2. 
4.6 RERI 4.5.1, (RER: ll GCO la s Ë GTGO 1.) 
4.7 d T,G)- CGI-A) Be DE RH, H G(D) «1, 
试 证 明 EIE TC 1. <1, 则 存在 8。 >0, 使 得 对 每 个 BE [0,8, ) ,如 下 不 等 式 成 立 
l T.G) Ts) -<1 
其 中 T= C(sl - AY YB 
4.8 试验 证 (4.8.5) 两 式 成 立 。 
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程 以 及 加 热 温 度 控制 等 控制 问题 中 均 存 在 时 站 。 控 制 系统 中 时 由 的 存在 往往 导致 系统 的 不 稳 
定 和 较 差 的 系统 性 能 。 因 此 ,时 请 系统 (包括 不 确定 时 灌 系 统 ) 的 H.E (aE 上 ,控制 ) 问 题 
的 研究 具有 十 分 重要 的 理论 意义 和 应 用 价值 。 自 从 1994 年 韩国 学 者 J H Lee 在 时 域 中 基于 
状态 空间 模型 ,利用 Riccati 方法 RB M ER St t kipa ,控制 器 设计 问题 以 来 3, 时 漆 系 
统 的 如。 控制 问题 的 研究 到 得 了 长 足 的 发 展 ,成 为 近 几 年 来 H, 控制 领域 的 热点 研究 课题 之 
一 ,并 取得 了 丰硕 的 研究 成 果 。 朋 前 ,时 沟 系 统 的 无 记忆 不 依赖 于 时 光大 小 的 各 种 H. 控制 器 
的 设计 问题 已 基本 解决 ,包括 状态 反馈 控制 器 的 设计 [55314913 0705]、 动 态 输出 反馈 控制 器 
设计 i4191 ,基于 状态 观测 器 的 动态 反馈 控制 器 设计 !@9100 等 ,其 处 理 问题 的 方法 已 共 Riccati 
方法 过 渡 到 先进 的 LMI 方 法 。 

本 章 , 我 们 把 上 述 成 型 的 时 洲 系 统 的 万 ,控制 器 设计 问题 介绍 给 读者 ,包括 Riccati 方法 和 
IM 方法 。 但 需要 指出 的 是 .不 依赖 于 时 浩 的 不 确定 时 清 系 统 的 H. p EET 
较 小 时 ,不 免 有 些 保守 [9 06] 。 同 时 ,无 记忆 反馈 控制 ,其 控制 阵 不 影响 时 省 对 系统 的 作用 , 因 
萄 对 于 游 后 影响 较 大 的 系统 显得 无 能 为 力 " 1 。 因 此 (不 确定 ) 时 六 系统 ,利用 LM 技术 和 有 记 
刀 控 制 器 研究 时 潜 依 蚤 型 ( 鲁 捧 ) 肪 .控制 器 的 设计 间 题 将 是 一 个 具有 挑战 性 的 课题 。 目 前 ,只 
在 较 简单 的 情况 下 ,得 到 了 上 述 问题 的 解 。 我 们 也 将 在 本 章 中 对 时 滞 依 赖 型 鲁 棱 H. 控制 问 
题 做 一 定 的 介绍 。 另 外 ,本 章 中 一 些 定理 的 证 明 均 是 采用 Lyapunov 方法 ,证 明 的 思路 是 相近 
的 。 但 考虑 到 证 明 的 完整 性 ,我 们 还 是 分 别 给 出 了 证 明 ,读者 可 以 从 中 体会 此 类 问题 的 研究 方 
法 。 


5.1 HRE HUM 


5.1.1 状态 时 灌 系 统 H. ES 


FEREN AN 
xG) = Ax(D + Asli - d) + Bult) + Dw (t) (5.1.18) 
z(t) = Ex(t) (5.1.1b) 
x(t) = (CO. € [- 4,0] (5.1.16) 
其 中 xER" 为 状态 ,zxE RP 为 控制 输入 ,mwE R' 为 干扰 输 和 人 ,=E Rr Pogedief BLA ABD 
E 为 相应 维 数 的 常 了 泗 , 常 信 时 灌 了 >0, 向 量 值 初 值 浮 数 (C) € C[ — 4.0]. 
对 上 述 一 类 时 湾 系 统 , 所 要 求解 的 问题 可 表述 为 ; 
【问题 5.1.1】 设计 无 记忆 状态 反馈 控制 律 
ult) = Kx) (5.1.2) 
使 对 任意 时 灌 d 20 满足 
EC 


O) 闭环 系统 是 内 稳定 的 。 
(2) 在 零 初始 条 件 下 ,从 w Ez B5 Bj 346 8 BE 
Gs) = E(sI - Ax- Aje") ID 


其 中 Ak = 4 + BK ,满足 性 能 指标 


| Gal) lo = y (5.1.3) 
将 式 {5.1.2) 的 控制 律 代入 式 (5.1.1a) AREA 
x(t) = Aalt) + Az(t — d) + DWC) (5.1.4) 


我 们 先 来 讨论 闭环 系统 (5.1.4) 的 稳定 性 问题 ,为 此 令 干 拢 输入 w(t) = 0, 下 面 的 定理 给 
出 了 闭环 系统 (5.1.4) 稳 定 的 一 个 充分 条 件 。 
【定理 5.1.1】 如果 存 在 正定 年 阵 P Fü Q WR B F Riccai 不等式 
ATP + PAg + PAQ ATP. Q < Ü (5.1.5) 
则 闭环 系统 (5.1.4) 对 任意 dx 0 是 内 稳定 的 。 
OER] 定义 Lyapunov 函数 如 下 
VG) = Gre) + etygstoas 
Hp x(G) =x(t+ 9),9E[ -4,01。 显然 存在 常数 8 和 人 5,, 使 得 
Š, | x(2) sve) sd | x, |+ 
PIL R3, = ALLCP 022 ALL(PO e Amal O) XE V(x) 沿 由 式 (5.1.1a) 和 式 (5.1.2) 构 成 的 
闭环 方程 式 (5.1.4) 的 解 轨 迹 求 导 , 得 
SG = à COATED à? Gi = DATPrG - d) XTC) PAGO + 
x (e) PA G - d) x' (0 Qeli) - rile- )Qx(1- d) 
[ xli) prere za x(t) ] 
x(1- d) ATP -gi'x(t- d) 
根据 Schur 补 引 理 ( 引 理 4.4.3) ,如 果 Riccai 不 等 式 (5.1.5) 成 立 , 则 式 (5.1.6) 中 的 矩阵 负 定 ， 
BB (x) «0, IRE Lyapunov 稳定 性 理 沦 (定理 1.4.5) ,闭环 系统 是 源 近 稳定 的 。 EE 
定理 5.1.1 提供 了 一 个 不 依赖 于 系统 时 浇 的 稳定 性 准则 ,因为 条 件 (5.1. SPRA A 


(5.1.6) 


d. 
接 下 来 讨论 问题 5.1.1 给 出 的 时 洲 系 统 H o EREHE 
[定理 5.1.2】 问题 5.1.1 对 任意 d=0 有 解 的 充分 条 件 为 存在 K 和 正定 阵 P >0.0 >0 
满足 如 下 Riecati 不 等 式 


ATP + Phk+ PAQQ ATP + Q + let * 了 PDpprP «0 G.1.2 
【证 明 】 注意 到 不 等 式 (5.1.7) 隐 含 不 等 式 (5.1.5), 根 据 定理 5.1.1, 闭 环 系统 对 任意 
230 内 稳定 。 
定义 正定 阵 $ 如 下 
S= - (ATP + PAr+ PAQQ ATP. Q lr * TPDD'P) 
则 ,我 们 有 
Da5 + 


ATP + PA + PAQ ATP Q + les. Irp'r £520 


和 
Cojal- At - eA5) P + P(jol - Ag ce 7A) - PAQ AIP- Q- 5 - 
lr'r-lmpp'P- -aciMATp — QUPA, V w € R (5.1.8) 


以 下 为 推导 简便 ,定义 两 矩阵 如 下 
W(jo)= Q + PAQ ASP - AGPS- PAg“ = [PA 7" 010 |a; - Qu, Vo € R 
X(jo) 2 Go - Ag - Age 77) YWER 
利用 Wo) I 天 (jw), 式 (5.1.8) 可 改写 为 
(XTC - ju) T P + PX" (jo) - WGo) - S- FETE - JPDDTP=0 

或 
PX(jo) + X'( -jo)P - la - je) PDD' PX (jo) = X" - jo) | W(jo) + Š + LE'R} X(ju) 
EREE 

D'PX(jo) D + D'X'( ~ jo) PD -dox - je) PDD'PX(jo) D- yI = 

- gps D'X'(— jm)| WGo) + S + LE'ELXGo)D 
因此 

- EOT- PX - jo) DO - DPKGa)D)= 


-YE D'X'C- jo)0 WGo) + S XGo) D+ D'Y -jo)ETEXGw) D, V o € R 


上 式 的 左 端 为 非 正定 的 ,而 右 映 的 EX (ju) D = Gs (jw), 因 此 ,我 们 有 


-E+ DX" jo y WGe) + SIXGO D + 1GLC- ja) 6, Go) «t 


由 此 得 
GLC- jw) Gulju) a PI- YD X'C - jo) W(je)+ SIXGo)D& Y' Il, V 0€ R 
"mig aur. d 


[定理 5.1.3】 如 果 存 在 正定 阵 Q.R 和 正 数 e > 0 ,使 得 Riccati 不 等 式 

4TP+P4- TpBR"'B'P 4 了 ppDTP + PARQ AP + Q + 了 ETE «0 (5.1.9) 
有 正定 解 >4, 则 问题 5.1.1 的 状态 反馈 解 为 
K--imBP (5.1.10) 
【证 明 】 将 状态 反馈 阵 (5.1.10) 代 人 不 等 式 (5.1.7), 即 得 式 (5.1.9)。 UI 
注 由 定理 4.3.11,Riccati 不 等 式 (5.1.9) 可 转换 为 如 下 Ricca 方程 
A'P 4 PA - Lpgn- sp * LPDD'P + PAQQ AIP + Q + lrr +#I = 0 

(5.1.10. 


ERP, O fe 为 适当 选取 的 参数 ,以 使 Riccati 方程 (3.8.1) 存 在 正定 解 P > 0。 而 正定 阵 R 
EE 


可 任意 选取 , 详 见 文献 [53]。 
5.1.2 ”状态 和 输入 时 小 系统 H, Es b| 
考虑 同时 具有 状态 和 输入 时 谐 的 系统 


x(:)= Ax(t) & Bu) + A(t- di) + B,u (t - di) + De (t) (5.1.12a) 
z(t) = Ex(t) (5.1.12b) 
xlr) = 0,: < 0,x(0) = zo (5.1.12c) 


这 里 心 =0 HREM d; =0 为 控制 输 和 时光 ,其 它 各 量 同 式 (5.1.1)。 
所 要 求解 的 问题 为 : 
[问题 5.1.2】 设计 无 记忆 状态 反馈 控制 律 
ult) = Kx(t) (5.1.13) 
使 对 任意 di =0.d,>=0 满足 
(1) 闭环 系统 (5.1.12a) 和 (5.1.13) 内 稳定 。 
[OEC TUE NP À w 到 z 的 闭环 传 函 阵 
Gu) - Elsi- Ag- Age “1— BKE) D 
其 中 hk = A +BK, 满 足 性 能 指标 
lG,Gls = y (5.1.14) 
如 果 取 式 (5.1.13) 的 控制 律 为 
eC) = ~ Ingo PsC) (5.1.15) 


其 中 se >0. R€ R' HEERE, PER "为 下 面 将 要 求解 的 方程 的 正定 解 。 此 时 ,闭环 传 
BRE G,,(s) 8 
G.(;)= ECs- A ~ Ase + BR BP s LERB POS) tD 
首先 研究 式 (5.1.12) 的 镇 定 问题 。 
考虑 如 下 形式 的 Ficeali 不 等 式 
PA + ATP - LpBR- BP * lest BIP + PAATIP +I < 0 (5.1.16) 
在 式 (5.1.12a) 中 取 w (2 =0, 我 们 有 如 下 闭环 自由 系统 (5.1.12a) 利 (5.1.15) 可 镇 定 的 充 
分 条 件 。 
【定理 5.1.4] 时 洁 闲 环 系统 (5.1.12a) (w(t) =0) 和 {5.1.15) 对 任意 的 d,>0 fü d>0 
是 稳定 的 充分 条 件 为 ,对 于 c > 0 和 正定 阵 R > 0,Riccati 不 等 式 (3.1.16) 存 在 正定 解 P >0， 
[CER] 由 式 (5.1.12a){w(1) =0) 和 式 (5.1.15) 构 成 的 闭环 系统 为 
x(¿) = Ax + Ags, - TaR-!B" ps E TBA B' Ps, (5.1.17) 
x(t) = 06,1 < 0,x(0) = x; 
其 中 xa = xG d xy = x(r = d2)。 取 如 下 形式 的 Lyapunov 函数 


VG) = re U IOE s Lh efto pbi B Pr(0)d0 


对 上 式 沿 闭环 方程 (5.1.17) 的 解 轨 迹 求 导 ,得 
PISTA 


V(O s2x' P(Ax + Ag - LB TEB" Px - E CB'Pr) rr- AIA + 
TxTPBR B" Pr 一 ES BU, 
利用 不 等 式 
21x'y T ax c + ip, (5.1.18) 


这 里 x ly 为 适当 维 数 的 向 量 ,* > 0, 我 们 有 
23  PAqu, S z PAA GPE + I Xa, 


因此 
VO) «2x PAx + 3  PAAYPr + xTr- ÑT<'PBR-1B Px > E ABI Px, - 


1x7 PSR- B Pr =x'ĝxr- Zr PRR B Pr, - lel BRB Pr, =-x' Q x 


其 中 
Š= PA+A'P- TPBR BTP4 PAIP + I 
F -$ rege). | or 
ROBO da SET 


由 Schur 补 引 理 ,如 果 Š «Lp C BIP «0, RIQ > 0。 这 样 ,如 果 不 等 式 (5.1.16) 对 某 e>0 
入 >9 存 在 正定 解 P >0, 则 得 


V(2«-x'Qxa-alzl*a-alxi?co 


其 中 a = 6(Q). Eik, h Lyapunov 稳定 性 理论 ,闭环 系统 (5.1.12a) 和 (5.1.15) 对 任意 d, 20 


和 hao 是 稳定 的 。 证 此 
下 面 讨论 问题 5.1.2 给 出 的 万。 性 能 设计 问题 。 
考虑 如 下 形式 的 Riccati 方程 
PA+A'P- lresnoanp " Lpg RRIP 4 PAATP + imr ES 了 PPDDTP +I =- Q 
(5.1.19) 


其 中 7>0,QER' ”为 正定 加 权 阵 。 在 上 式 中 加 、 减 下 列 各 项 
jeP ~ PA je I ~ ASPE" 4 LPBR -1BTP+ TPBR -BTPe -ie + n -1 BIP 
我 们 得 
SEE = -EQ - (I+ PA ATP - PA 077 — ATP") - lom atr. PBR- BLPeU + 
PB,R BlPe i. + PBR- BYP) - ELE T'(jo)P + PT(jo) - 
-eQ- Y' Go) YGu) -FW Go R7 WG) - epp'p + T'(jo)P + PT(jo) 


(5.1.20) 


其 中 
= a 


To) «jul - A- Aj ^ + lg pe LBR-! B Pei 
Y(jo) = 4TPeiea — 1, W(jo) = B' Pec BIP 
因为 Riccati 27 £2 (5.1.19) & @ Riceati 不 等 式 (5.1.16), 故 由 定理 5.1.4, 控 制 律 (5.1.5)， 
其 中 为 方程 (5.1.19) 的 解 ,是 系统 (5.1.124) 的 镇 定 控制 器 。 
X3 (5.1.20), AR 7D' T^! Ge), HR 了-'(jw)D, 得 
GL (jo) G, (o) = Ulje) + YU" (je) - U' (o) UGo) - D'T^  Ge0[eQ + 
Y' Go) YGo) + ZW" Go) R WGo)] T- Go) D 
其 中 UGo) = D'PT Go) D. WRA r^r UT 
GLGe)G, (e = Y T-LUGe) YH LUGw) - x11 - YD" T^" Gele + 
Y* (jo) Yo) +W (o) R^ Wo) T- Go)D 
Bist G Ge) G. (je) & Y! Fo 将 以 上 结果 归纳 为 如 下 定理 。 
【定理 5.1.5】 给 定 7 > 0。 考 虑 系统 (5.1.12) ,如果 对 某 e > 0,Riceati 方程 (5.1.19) 存 在 


EEM P >0, 则 问题 5.1.2 有 解 , 且 状 态 反馈 控制 律 由 式 (5.1.15) 给 定 。 
[8/5.1.1] 取 y «0.5, E BUR ARE 


ey dtm bes dn 
p[i] E= 1] 
E R = 1.Q = E #l e =0.062 5,Riecati Jr £2 (5.1. 19) BT EER A 
0.7675 0.3714 
10.3774 MAE 


无 记忆 状态 反馈 控制 律 为 
u(t) = -6.03991,(0 -9.735x,(:) 


5.2 ”基于 观测 器 的 时 灌 系 统 H. EA 
正如 4.7.1 小 节 所 述 , 当 系统 的 状态 变量 不 能 会 邵 测 得 时 ,只 能 设计 状态 观测 器 ,用 状态 


的 佑 值 代 蔡 真 值 构成 状态 反馈 ,以 期 达到 系统 的 镇 定 和 满足 HL ERE ER. SERERE ELT C 
DII 


EB T Rast E RE 
x() = Ax(t) + Bult) + Ag - d) + Dv) (5.2.12) 
y(t) = Cxi) + wali? (5.2.1b) 
Exit) 
z(0- wi) ] (5.2.19) 
xlt) = $) € [- 4.0] (5.2.10) 


其 中 z C R° 为 状态 ,w& RP Taf RA y ER ERAS UL e CO € Rn 和 w.(:)C R": 为 平方 
UDEUCTdKSRA 2€ R” 为 被 控 输出 ,$(+) CR" 为 连续 的 初 值 函数 ,而 A.B, Ag CL D 和 EE 为 
0459 


RA 6458308 EEN , WEN 4>0, BERARENA IRIURE y IPL TE. 
对 定理 5.1.2 稍 做 修改 ,可 得 如 下 引 理 。 
[5138 $.2.1]】 给 定 正 数 >> 0 和 正定 阵 A ,如 果 存 在 正定 阵 P 满足 如 下 Riceati 不 等 式 


ATP + PA + PA/A1ATP + A + ETE + 去 PDDTP <0 (5.2.2) 
DLE EE 
X(t) = Ax( ^ AG - d) 
是 渐 近 稳定 的 , 且 如 下 不 等 式 成 立 


LEGE- A- A;7707 DI. < Y (5.2.3) 
首先 ,我 们 考虑 有 记忆 的 基于 观测 器 的 控制 器 设计 问题 。 即 考虑 如 下 基于 观测 器 的 输出 
反馈 动态 控制 律 
£= AG) + ARC - d) + Buli) + LOCC) - y(0] + DRE) — (5.2.48) 
u(t) = Ki) (5.2.4b) 
HP EER 为 状态 x 的 入 值 , Fr (1) 为 干扰 wi DA, LK 和 下 为 具有 适当 维 数 的 增益 阵 。 
引进 观测 器 误差 e(z) = x(1) - x CO ,我 们 得 到 如 下 增 广 系统 


x= AU) + AQ) + Dwl) (5.2.58) 
zl) = Ex(i) (5.2.5b) 
KPU six) e) xG)-xG-d)w'G)-[lwiG) wO), 
ME ES A, 9 
75 A « BK BK ]4 » [ d ] (5.2.60 
-DF A 5 LC « DF 9 A, 
= D 0] — E 0 
D= [ E „E = i: " M (5.2.6b) 
则 及 w 到 z 的 闭环 传 丽 阵 Gu (+) BUE CAE IA 
Gaels) = EC - A - A) D (5.2.7) 
【定理 5.2.1】 AEG EG 2.0) ,并 假定 各 增益 阵 由 下 式 给 定 
1 1 1 
K=- EB POF = yu PL =- PL (5.2.8) 


其 中 常数 e 0,6 » 0, T] P, TR P, 分别 为 如 下 Riccati 方程 的 正定 解 
PA +4TP - 1p GB" - AA -去 DpDP+ s (S+ ETE+Q.)=0 (5.2.9a) 


2 
(A + DF)Po+ PA + Dry- PCC- AUr - EB. SD e AAT. 9-0 


(5.2.9b) 
其 中 5。 >0.3o>0 为 适当 选择 的 正 数 ,@. AO 为 正定 如 权 阵 , 则 闭环 系统 (5.2.5) 是 渐 近 稳定 
BJ ,并且 式 (5.2.7) 的 闭环 传 函 阵 满足 上 Go(s) l. =< y. 
GEM] 由 引 理 5.2. 1 ,我 们 只 需 证 明 对 茶 正定 加 权 阵 4 ,存在 正定 阵 p 满足 不 等 式 
ATP + PA + PAA AP + À + ETE + EI <0 (5.2.10) 


如 果 我 们 定义 王 和 4 如 下 
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e;P, 0 81 0 
P= | = [ ] (5.2.11) 
0 FP 0 3 
则 利用 式 (5.2,9), 经 常规 代数 运算 ,可 验证 式 (5.2.11) 满 足 式 (5.2.10)。 EI 


现在 ,我 们 再 来 考虑 无 记忆 的 基于 观测 器 的 控制 律 


x= Ax() + AQGE(2) + But) + LICR (1) - y(t)! + DERC) (5.2.12a) 

uli) = Kelt) (5.2.12b) 

其 中 工 ER" 为 x 的 估 值 , GE GO) r(r- G) 的 估 值 ,而 PRODI w SEL LK FEL G 为 具 
有 适当 维 数 的 增益 阵 。 引 人 观测 器 误差 e(t) = x(;) - r) ,我 们 得 到 如 下 增 广 系统 


x (D = AXU) + ALG) + Dwl) (5.2. 134) 
zli) = Ex(t) (5.2. 13b) 
EPT) = [x 人 50) e(O)xGO-xG-d.-)0-Dp) wC) 而 

Rx A+ BK 一 BK PS A, Ü 
z=| A| |] Gu 

- DF - A,G A+ LC + DF + AG A, 0 

xe D 0] 一 E D 

Bx M Ll’ = F ES (5.2.1458) 


则 从 w 到 z KIAGE GL COS. 
G,,(s)= E(sI -A- Age) D (5.2.15) 

【定理 5.2.2】 考虑 系统 (5.2.1) 并 假定 各 增益 阵 给 定 如 于 
H 
y 


K=- Tprp,,F = D'P, 
Ee Ex 


L- -E PoC", G = EAP. 
其 中 eev 和 9, 为 适当 的 正 数 , P, 和 Po 分 别 为 如 下 Riccati Jr Ë W IE SE fO E 
PA ATP, — HL e iaa H 2; DD?) P, eI ETE + 0) = 0 
(5.2.17a) 
(A + DF + A,G) Po + Pol A + DF + AG) - sme BKK- nne 
«Dore PAL 0,)=0 (5.2.17b) 


其 中 标量 5,520.09, HQ, 分 别 是 正定 加 权 阵 。 则 闭环 系统 (15.2.13) 渐 近 稳定 且 ,性 能 指标 
416,06] zr 成立 。 
GER] 定义 卫 和 4 如 下 

6 中. 0 | «[2 sj 

0 Ze p|” to yu 
其 中 P. 和 Po 分别 为 Riccati 方程 (5.2.17a) (5.2. 17b) BU E SE f £ MARRAS. TY 
EBE PUE 

E 


0 


V X. SA qt. ct 
ATP+PA+PAA ASP + E'E + PD DP = - NEP 
8318 5.2.1, 8048 EAE E AREE E EGER E | GL GO l. < ve 证 些 

我 们 注意 到 ,Riccati 方程 (5.2.9a)、(5.2.9b) 以 及 (5.2- 17a) T0 (5.2. 17b) 是 相互 三 合 的 。 
我 们 必须 首先 求解 式 (5.2. 9a) 或 式 (5.2. 172) ,然后 再 求解 式 (5.2,9b) 或 式 (5.2.17b)。 上 述 
Riceati 方程 由 含有 较 多 的 可 选 参数 ,只 有 适当 选择 这 些 人 参数 ,才能 得 到 方程 的 正定 解 。 关 于 这 
些 参数 选取 范围 的 讨论 ,可 参 品 文献 [69] 。 

[95.2.1] 令 7=0.9。 考虑 系统 (5.2.1), 其 中 


^d .le dee o [Ja T 


取 Q, = 1,6, 22, e, = 0.0125, Riecati 方程 (5.2.17a) 的 正定 解 为 
[ 0.010406 -0.000 568 
-0.000568 0.016 236 
因此 ,由 式 (5.2.16) ,增益 阵 K, F 10 G 分别 为 
K= - [0.741585 2.552242] 
F=[1.027 756 -0.056 109] 
sn 960 0.042218 ] 
0.416241, ~0.022 724 
将 这 些 增益 阵 代 入 式 (5.2.17b), 并 取 Qo = f、6o = 2 和 co = 0.012 5, 则 得 Riceati 方程 
《5.2.17b) 的 正定 解 


0.012389 -0.002 301 
| -0.002300 — 0.006 817 
mat 5.2.16) ,增益 阵 工 为 
LT= - [0.438984 1.452 059]7 
最 后 ,使 闭环 内 稳定 且 使 1 G. (s) | 。<0.9 的 控制 律 为 
2 [-2.32260 -2.905 800]. 0.438 984 
Z lof 
-2.893 832 -8.456 439 1.452 059 
u(i) = -[0.741588. 2.552242 ]x (2) 


IET) 


5.3 参数 不 确定 时 滞 系 统 鲁 棒 H, Ez ul 


正如 4.6 节 所 述 ,工程 实际 控制 问题 中 ,有 些 系统 的 不 确定 性 可 以 描述 为 模型 参数 的 不 确 
定性 。 同 时 ,时 灌 现 黎 也 是 大 量 存 在 的 。 这 样 ,就 产生 了 具有 广泛 工程 背 浊 的 不 确定 时 小 系 
统 。 这 类 系统 的 鲁 棒 太 。 性 能 设计 问题 已 成 为 -个 十 分 活路 的 研究 领域 。 关 于 参数 不 确定 性 
的 描述 ,我 们 考虑 两 种 类 型 的 不 确定 性 。 一 种 称 为 “ 秩 1" 型 不 确定 性 ,在 5.3. 1 小 节 讨论 共有 
这 种 不 确定 性 的 时 浴 系 统 的 鲁 棒 镇 定 问题 。 另 一 种 称 为 “ 范 数 有 界 " 型 不 确定 性 。 实 际 上 ,4.6 
节 考虑 的 参数 不 确定 性 即 为 这 种 类 型 的 不 确定 性 。 在 5.3.2 小 节 将 给 出 这 种 范 数 有 界 不 确定 
ur ESSET EHE 及. 控制 器 的 设计 方法 。 
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5.3.1. 不 确定 线性 时 浇 系 统 的 鲁 棒 镇 定 


令 不 确定 线性 时 请 系统 由 下 式 描述 
tl) [A AA) xU) + [RE c ABGsGODlu( D + [Ao 
AA (Y G) jale- d G2) € [Bj  ABy(z GO lult- d; (1) (5.3.12) 
x()) 50, t «0, x(0) = xo (5.3.1b) 


其 中 x€ R' REUS uc R? ESI EC R'isOG)€ Rh.v(D € Rh.z( € RR 
RHE, AA BUB, UTE 48 kis DEDE, RERNKDREME GERE di, dod < 
oñ diem, c1 diem <lo BETMESKHE n CO s CO v(t) M z(:) 是 Lebesgue 可 测 


的 ,并 属于 妃 知 的 紧 集 RS VAZE 
i=l,2,— h ],S=|slslss,i=1,2,-- hl 


R= frlrisr, 
V=lvlulgui=1,2, sk}, Z= 1zial gzis l,2, kal 


进一步 ,我 们 假定 不 确定 性 具有 " 秩 1E, E 


x 
AAC) = BIAgn(D, ABO) = 3) BG) 
n 各 


AA) = 全 Am(DABs(a) = F pat) 
其 中 An B AM BS ROS UFER 
A; = del Bie fgl Aa = lgi, Ba = hwi 
H. d, es fo lo qi h S RU gi, w, E R”, 
显然 ,矩阵 An B Ar. BRAUER, METEORE nx n EBE A, 总 能 被 分 解 


AA 1 矩阵 之 和 。 例 如 ,对 系统 (5.3.1a) ,我 们 可 将 A, SURB A, = ES A; DKI 


m i m 
j& PE BE MRN D Avr RE Ar , 则 不 确定 性 矩阵 A4(7) TRR AA(r) = D D hyry， 
a 


iri get 
其 中 不 确定 参数 my 满足 约束 条 件 | ry e rui = L2, Ej = 上.2,… m 284238 T BUS 
定性 矩阵 AB (5), AA (v) fl AB, Cz). PRSE REGE SR W$ ER B E PETS 2 B) RERA 
36.3.19) 中 ,就 得 到 一 个 新 系统 ,这 个 新 系统 中 的 参数 不 确定 性 具有 “ 秩 1" 形式 ,并 且 这 个 
新 系统 的 可 镇 定性 隐 含 原 系 统 (5.3.1a) 的 可 镇 定性 。 因 此 ,假定 不 确定 性 具有 “ 秩 1” 形式 是 合 
mpe, 

为 引用 方便 ,我 们 引进 如 下 记号 


n ^ 
T-rPjddh Us Dee 
Ta i 


Ei ki 
Y2sDlagl Ws sO 


x 

H= s>) Mv? gal 
1 5 

了 = 了 二 > ww] 


+1163 


Tr WE PF00288: (5.3. 1) 的 镇 定 控制 器 设计 。 考 虑 如 下 矩阵 Riecati 方程 
1 
1 - mi 


PA + A'P - PÈP + Us =u + 1520 = 0 (5.3.22) 
p 


R = 工 (68-1BT- —LL BRB} - BR (V + Y)RTM - 一 一 X - W) - T- H - AJAS 
n 1- m 1- m 
(5.3.3b) 
其 中 # 为 一 正 数 ,7 n x n 维 单位 阵 , 而 RER”*? 和 人 ER”"*" 为 正定 对 称 加 权 阵 。 令 无 记忆 
线性 状态 反馈 控制 律 为 
a =- RTB PxC) (5.3.3) 
将 式 (5.3.3) 代 入 式 (5.3.1a), 可 得 闭环 系统 方程 


£GO=[A+AA(rG0)]2(0- 1EB + ABGGO) IRT! BP + 


[Aat SA GG] sG - d (0) - T [B+ SB, GG] R^ BT PEC = dC) 
(5.3.42) 
x(2) 20, :«0,x(0) = xo (5.3.45) 
取 如 下 形式 的 Lyapunov ER At 
V(O = Pe t ,oF + Myelois + 二 rnt)PB(R + 
l=- m jid, E diod, 


R YR) B Px(0)d0 
则 对 于 0,620.47 


alla HEVDE up olzi Ol? 
-dedasi 


且 Y 沿 闭环 方程 (5.3.4) 解 轨迹 的 导数 为 
1 


H 


V-2x'P(Ax  AAx - —BR^! B'Px — lasn “1BTPx) 42x PCA e, + AA. 一 


l 


B.R B" Pei, 4 lama 7MBT px, ) + xs M)x - 
1 


m, 


1- 
= iy) PB(R '+ RO YR OB'Pu, (53.5 


LatmB(R- + R YR) B Py - 


其 中 xs = xG dO, xo = z( = 由 )。 利 用 不 等 式 (5.1.18) ,我 们 可 得 
ç: m duis 
2x'PAAx 22x7P P de re (1)x < r). x PddlPx + rS 1x eel < x! PTPX + XT Ux 
ESI p 3 


Fi 
-2X'PABROB'Px 2-237 PO fg) RO B"Px < x PWPx + xTBR-!VR-'B'Px 
I p 
2r PAAge, = 2x PO hqll tre < 3T PHPx + x1 Mx, 
e ] Mea, 


5 
- 2x" PAB,R'B" Px, = 22x" PO hawla (1) R^  B' Pr; < -一 -xzTPZP + 
i e Ç 


1 na. 
(1 = ma) ry PER™ YR BT Pr, 
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2r PA < r PAATPr + xi 


因此 , 式 (5.3.5) 成 为 


Vari(PA+ATP+— 1+— Lt 
lom ^l-m, 


M +U)r+xTP(T+AAY+ H)Px - 
l,rp(sR tB? - BR- Va PRB- z- W)Px- 2, PB,R- BT Pr, - 
mesa 3 


I 


$ £ -m 
yri, PBR- B" Pry, = x" Sy - RT PB,R BT Pry - — °x] PBR-!BT Pxa, = 


r 
a | $ -PBQRO ] hi ie 
= 1 .3.6 
LB" Pre, -ROBPO-0-mOp IB 
其 中 
S= PA « ATP- PLR 4 —À— BR" BI]PAU« — M+ l 7 
eC- m) 17m * 1m, 
如 果 
PA+ATP- PÈP + U + —— M + ——1 c0 
lame RIA 


则 由 Schur 483128 , 式 (5.3.6) 的 矩阵 负 定 。 这 样 ,如 果 对 某 正 数 e> 0, 方 程 (5.3.2) 存 在 正定 
解 P>0, 则 存在 某 正 数 eS ,使 得 
PDs oeli TB Pr, T? -elrl?<0 

由 Lyapunov 稳定 性 理论 (定理 1.4.5) ,闭环 系统 (5.3.1) 和 (5.3.3) 是 渐 近 稳定 的 。 至 此 ,我 们 
证 明了 如 下 定理 。 

【定理 5.3.1] 对 于 不 确定 时 灌 系 统 (5.3.1) ,如 果 对 某 正 数 。,Riccati 方程 (5.3.2) 存 在 正 
定 解 已 >0, 则 式 (5.3.3) 为 不 确定 时 中 系统 (5.3.1) 的 无 记忆 线性 状态 反馈 镇 定 控制 器 。 

【 例 5.3.1】 考虑 系统 (5.3.1), 其 中 


由 = d,d, <0.1 
4 JN E aD Ay aal |] 


r 0 vos 0 
maosh cano] anco -[7 c] anc - [7] 
Airisis loli lizlss0.0, X A = diet Bio figi Aa chi FB, = hoi En 


acus] n (nnm Dnm 
l r=s=vw=z=0.1o B R=1.Q= L fl c 20.125, SU Riccati 方程 (5.3.2) 的 正定 解 为 
" | 7.351 11 2.132 os 
2.132 908 0.860 719. 
JB o s Pr ñ] gs Du 
u = ~ 17.063 262, ~ 6, 957 748, 
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5.3.2 不 确定 线性 时 滞 系 统 的 鲁 棒 HERE 


考虑 不 确定 线性 时 潇 系统 
xl) = [Ao + AAoCO 1x GO + LA, + AA GYIxG 7 d) + Bwl) + [By +ABIE)]aCt) 
(5.3.72) 
z(t) = Cx(t) (5.3.7b) 
x(t) = $G) ,: C [- 4,0] (5.3.7c) 


AX xG) € R^ ARS La CO C Rr 为 控制 输入 ,w(ER' 为 干扰 输入 , 自 wODE 5:160, x). 
z (2) ERAR H, Ao A BiB, 和 C ARAE 33 83k E R ERE BE LAA CO AA C) 
JL ABC SEE SERT E AS USE TERR RE d 20 IURE CLIE RE CH) € Ci - d,0] 为 向 量 值 初始 
函数 。 
假设 参数 不 确定 性 满足 匹配 和 范 数 有 界 条 件 
[fAao(t) AB,G01= HF(O[E, Ej 
AA1(1) = HLEG)E, 
其 中 H.H Eo E, 0 E, 为 具有 适当 维 数 的 常 阵 , FCO € R'*i 为 未 知 Lebesgue WT W PRX. FL 
满足 


(5.3.8) 


F'G(OF(0 = 1 (5.3.9) 
如 果 取 如 下 形式 的 无 记忆 状态 反馈 控制 律 
ult) = - Kelt) (5.3.10) 
则 导致 的 闭环 系统 为 
a(t) = [As - EK + HF(t)(Eo - E,K)]x CO) + LA, + AA, (G) x(t - d) + Biw(t) 
(5.3.11) 


【定义 5.3.1] 如 果 存 在 正定 对 称 阵 Pi, RE R"** 和 常数 a > 0, 使 得 对 任意 满足 式 
(5.3.9) 的 不 确定 性 F(:),Lyapunov RA 


V) = p(s) + EID (5.3.32) 
沿 闭环 系统 (5.3.11)(w(+) =O RERNE 
Era) =x!(:)[P(Ao- B,K) +(Ao- B,KY P + R]x (1) 42x (D PHEGY(E, - E,K) x(t) - 


2x'GO PLA ie AA íG)]x(1- d) - x 'VéGc-a)Rx(s- d) -2il x( |l? (5.3.13) 
则 称 闭环 系统 (5.3.11) 是 二 次 稳定 的 。 此 时 ,也 称 系 统 (5.3.7) ~ (5.3.9) 是 无 记忆 二 次 可 镇 
【问题 5.3.1】 设计 无 记忆 状态 反馈 控制 律 (5.3.10), 使 闲 环 系 统 对 任意 4>0 和 满足 式 
(5.3.9) 的 不 确定 性 FCIRE: 
(D 闭环 系统 (5.3.11) 内 稳定 。 
(D 在 零 初始 条 件 下 ,被 控 输出 COE 
Wz las yll wota (5.3.14! 
首先 讨论 时 潜 系 统 (5.3.7a) 的 鲁 捧 镇 定 问题 。 
[318 5.3.1]. 给 定 矩阵 FCR" * RUE F PaL 
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2x'Fy < x'x + yy (5.3.15) 
ZRA z€ R° fh y € R° 成 立 。 
[xg 5.3.2] 如 果 存 在 常 值 给 阵 KE R^" “和 >0, 使 得 Riccati 不 等 式 
S = PAk + ATP + PMP + (Eo - E,K)"( E} - E,K) + ETE + E <0 (5.3.16) 
成 立 。 其 中 Ak = A- B,K,M = HHT+ H H+ A4141, 则 系统 (5.3.7) ~ (5.3.9) 是 二 次 可 镇 定 
的 。 
DER] 考虑 Lyapunov 函数 


Y) = x OPED + | Ar) REC rar (5.3.1) 
其 中 R= I+ ETE,。V(x,) 沼 闭环 系统 (5.3.11) 的 解 轨迹 的 导数 为 
EVO = Lart) CD PA + ARP IO x CO 227 C PHFCO Bo = EO x(t) + 


2x (2) PA x(t- d) 2x G) PH FC) E x(t- d) - x"G- d) Rx a) 
(5.3.18) 
83138 5.3.1, A 
2x C) PHE (D(C Eo ~ E. K) r CO < x! CO PHH Px (2) + 
x'(D)(Es - E;K)'CEg- E3K)x (1) 
2x (D PA x (6 - d) s x CO PALATPx GO + à (17 d)x(: — d) 
2xT() PH FG Eu x (4 - d)ec x G) PH HT Px(t) + xo (1 - d) E Esx (4 - d) 
将 以 上 不 等 式 代 入 式 (5.3.18) ,整理 且 利 用 式 (5.3.16) ,我 们 得 到 
L2 « x GS < 2..(S)x7z < 0 (5.5.19) 
到 = - Amox(3)>0, 则 不 等 式 (5.3.9) 成 立 。 证 此 
接 下 来 讨论 系统 (5.3.7) 的 下 -性 能 设计 问题 。 
【定理 5.3.3】 5 v» 10, 如 果 存 在 K 和 正定 对 称 隆 了 >0, 使 得 Ricca 不 等 式 
T= PA, + AĻP + PM + Y! BL BD P € CEg- E,KYY(Ee- EK)+ EJE, + C'C+1<0 
(5.3.20) 
则 问题 5.3.1 有 解 。 
GEMI 由于 不 等 式 (5.3.20) 隐 含 不 等 起 (5.3.16), 故 根据 定理 5.3.2, 闭 环 系统 
(5.3.10) 08 wO) =0) 是 二 次 稳定 的 > 
为 了 建立 (R LLO, o RLA > ow GO la BRWS xl) 9 5€ [ - 4.01:5f 
引进 函数 
Ia De- rl 
因为 闭环 系统 是 二 次 稳定 的 ,对 任意 的 非 零 w{1)E Ll0, e), RIA 
J= [r La) - vw) e dy Meat PC) Y. 
其 中 
vos f x'(r)Rx(r)dr>0 
d 


TR 
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Jš r GIG) C'CxG) -wT wla) + LCt) Jdt 
由 于 wG) 0,. 不 等 式 (5.3.19) 应 为 
L(x t) Ex (rt) Sehr) « 2x' (0) PB w(:) 

HERE P >0, 进 一 步 得 到 

P «JL DOG + Cox) - row) eni GO PB wa: (5.3.21) 
根据 引 理 5.3.1 可 知 

23 (0) PB w(t) s y 3  G) PRBTPXQU + Y! w' GO w(t) 

将 上 式 代入 式 (5.3.21) ,并 利用 式 (5.3.20) ,得 

Ja [| ATUS + Co rn PhD CO = [p fov mecouso 


Bt E (O las l wC) lo 对 任意 非 零 w (€ LLO, o) RY 证 些 
最 后 ,给 出 鲁 棒 厅 。 控 拥 器 设计 方法 。 
我 们 将 采用 矩阵 的 满 秩 分 解 技术 来 设计 控制 器 , 并 将 控制 净 的 设计 转换 为 4.4.3 小 节 的 
状态 反馈 五。 标准 控制 问题 。 
首先 , 设 i= rank( E,) ,并 令 UE Ri“ Jl V € R: "为 具有 如 下 性 质 的 任意 矩阵 


E, = UV,rank( U) = rank(V) = i (5.3.22) 
其 次 ,选择 四 ER -0*? ,满足 
OV 20,00 = (R o = 0 如果; = p) (5.3.23) 
定义 
E = VVV V vy {UU y (5.3.24) 


【定理 5.3.4】 给 定 y > 0,8PE Q » 0, 按 式 (5.3.23) 选 择 p€ RU? 7 EX 5.3.3 中 
条 件 成 立 的 充分 必要 条 件 为 存在 。>0, 使 得 Riccati 方程 
(Ao - B;EETE,)'P + P(Ao- B;EETEQ) + PCHI « HuHD + A,A] + PB1BT— 
B,EBi- TB+Y070B1) P + EJE, + CTC + I+ El- E,EEDE +Q = 0 (5.3.25) 
有 正定 解 已 > 0。 如 果 这 样 的 解 存 在 , 则 系统 (5.3.7) ~ (5.3.00 B9 EH, EAA 
u(t) = - Kx(i) 
其 中 
K = (190 + SBI) P + SE]E, (5.3.26) 


DER] 充分 性 。 设 Riceati 方程 (5. 3.25) 对 菜 。 > 0 存在 解 P > 0 可 证 明 反 馈 阵 
(5.3.26) 使 式 (5.3.20) 的 了 < 9。 事实 上 ,将 反 镇 阵 (5.3.26) 代 人 式 (5.3.20), 并 利用 式 
(5.3.25) ,可 得 

T=-:0<0 
因此 ,定理 5.3.3 中 条 件 成 立 。 

必要 性 。 设 定理 5.3.3 中 条 件 成 立 . 即 存 在 ERr*" 和 正定 对 称 阵 P > 0, 使 式 (5.3.20) 
成 立 。 定 义 

D=[H H, A, YA.) 
Elar CO: EY 
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E.-[0 0 0 E 
则 式 (5.3.20) 可 改写 为 
P(A, — B,K)+ (Ao - BK)TP+ PDD'P + (E, - E,K)'CE, 
根据 定理 4.3,9, 由 上 式 可 得 存在 K Sid AS - B.K 是 稳定 的 ,及 
l (E - E;:K)GI - Aoc BE)! Dl 2x1 

最 后 ,根据 定理 4.4.6,Riceati 2/22 (5.3.25) XE E s >0 存在 正定 解 P > 0。 证 单 

注 在 标 称 情况 (无 不 确定 性 ), 即 H =0.H,=0.E,=0 和 E, = 0, Riccati 方程 (5.3.25) 退 
化 为 


K) <0 


AP + Pho+ PCA,AT- Y? B BI - TBR BDP+ CC«I«cQ-0 
其 中 R= OTO > 0, 相 应 的 无 记忆 状态 反馈 控制 律 为 


1 


xh BF 


以 上 结果 平行 于 5.1 的 结果 。 
5.4 非 线性 不 确定 时 灌 系 统 的 鲁 棒 H , RE 


众所周知 ,实际 控制 系统 除 具有 时 灌 特 性 外 ,严格 地 讲 , 还 具有 非 线 性 特性 。 只 是 为 了 分 
析 与 设计 简便 ,人 们 才 采 用 线性 化 模型 。 因 此 ,将 模型 中 的 不 确定 性 部 分 (模型 误差 ) 描 述 为 非 
线性 隐 数 更 能 反映 实际 情况 。 本 节 所 考虑 的 系统 模型 为 
xG) = Aix) + Afilli) t) -Agr(t - d) + Aflx(s = do + Biw(t) + 
B,u(t) + Ag(x(i),t)u(t) (5.4.1a) 


z(t) = Cx (1) + Dule) 6.4.1) 

x(1)26(0,:€[ - 4,0] (5.4.10) 

其 中 x€ R" 为 状态 向 量 , C R' 为 控制 给 人,w& R’ 为 干扰 输入 ,zE R" 为 被 控 输 出 ,41、A;、 
B, Ba CD 为 具有 适当 维 数 的 定常 矩阵 ,AJ; Af, 和 Ag 为 具有 适当 维 数 的 非 线 性 连续 可 微 


BI. 
【假设 5.4.1]】 非 线性 不 确定 函数 Af, 和 Af, 具有 如 下 形式 
Afi(x(D,0 = Ej6(x(0.0 (5.4.22) 
pz - d),1) = Ej&(x(t - d). (5.4.2b) 
其 中 E, E, 为 已 知府 常 矩阵 ,8 , OS SE ITE PEE BERT GER SUD FE. EL E 38 DORT TE ft: 
1 &(xCD.0 s | WxCOll.vx € R.Vt€R (5.4.3) 


这 里 Wi 为 加 权 和 矩阵 , || 有 表示 Euclidean 范 数 。 

【假设 5.4.2】 u( =8,w(4)=0, 自 由 系统 (5.4.16) 在 式 (5.4.1c) 的 初始 条 件 下 ,对 
满足 式 (5.4.2) 的 任意 Af LAT, 以 及 任意 de ORE 

事实 上 ,假设 5.4.1 的 式 (5.4.3) 隐 含 

ox- a < lWaG-aivxie-d.vi.vdao (5.4.4) 

和 6(0,1)=0,Y1ER。 即 x(t)=0 是 自由 系统 的 一 个 平 衡 点 、 

【定义 5.4.1】 & u(D 20. 考虑 系统 (5.4.1)、 给 定 y >0, 对 满足 式 (5.4.3) 的 任意 Af, 
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和 Af;, 如 下 条 件 成 立 : 

G) 当 w(1)=0 时 ,自由 系统 的 平衡 点 x(1) =0 渐 近 稳 定 ， 

(2) 对 初始 条 件 xG) - 0, C [- 4,0], | z(a) r< ll wO dl pr v 020, BRAA 
限 的 L, 增益 , 则 称 系统 具有 得 棱 n. TERR. 

不 失 一 般 性 , 取 y=1。 

【问题 5.4.1】 对 于 系统 (5.4.1) , 求 无 记忆 状态 反馈 控制 律 

u(i) = Kx(t) (5.4.5) 

使 闲 环 系 统 (5.4.1) 和 {5.4.5) 具 有 重逢 ,人 性能。 


5.4.1 RÆ H.TEBEE TE 


首先 ,我 们 考虑 具有 非 线性 不 确定 性 的 时 灌 系 统 (5.4.1) 的 鲁 榨 稳 定性 问题 。 为 此 ,考虑 
自由 系统 , 即 令 (1) z0 f wr) =0。 

[ 引 理 5.4.1】 设 x(:)=0 为 自由 系统 (5.4.1) 的 一 个 平衡 点 。 如 果 存在 适当 的 标量 
À > 0, 使 得 Riccati RER 


ATP + PAT + APB BIP + 2 <0 (5.4.6) 
f 


存在 正定 对 称 解 P, 基 中 
B,=[E, E, Aic [^"] 
则 自由 系统 (5.4.1) 对 满足 式 (5.4.3) 的 任意 Af1 和 Aj, 平衡 点 x(1) =0 对 任意 d>0 ENDE 
稳定 的 。 
【证 明 】 令 x(:) =x(1, 和 表示 自由 系统 (5.4.1a) 在 初始 条 件 (5.4.1c) 下 的 解 。 对 任意 
满足 式 (5.4.3) 的 Af, 和 AJ;, 取 如 下 Lyapunov BE 


Vr s) = wpe a | all We.) E L8 GG) P exTQelde (5.4.7) 
n 
其 中 P.O 为 正定 对 称 矩 阵 ， 计 算 V(x ,4) 沿 方程 (5.4.18) 解 轨迹 的 导数 ,得 
DON 
Vx) = x'CATP + PAOx + ema -d) ^| e LOU lor) 12 - 
x(G-d) 


ds CE WG 4) P- M (xG 0.0) 12) ATO Ta es 
£ EJ 
令 @=mPRr+T>0, 利 用 式 (5.4.3)、(5.4.4) 和 式 (5.4.6) ,以 及 配方 运算 ,最 后 得 
Vexst) 2 - MBPS - 1s 0 V - Lype Paz DD i+ L ayalPe = 
Fre dN wsa-2d490-b6GG-0.010«0 — Ga) 
AP V 
外 于 式 (5.4.8) 对 满足 式 (5.4.31 的 任意 Af, 和 Af, 以 及 d>0 均 成 立 , 故 由 Lyapunov 稳定 性 理 
论 , 引 理 5.4.1 得 证 。 证 毕 
关于 定义 5.4.1 给 出 的 和 鲁 律 月。 住 能 设计 问题 的 求解 ,我们 有 如 下 定理 。 


【定理 5.4.1】 如 果 存 在 适当 的 标量 4/ > 0, 使 得 Riccat 不 等 式 
和 


ATP + PA, + PRETP + CIC, < 0 (5.4.9) 
存在 正定 对 称 解 P, 其 中 
c 
B=[B aB6- m 
Àj 
则 系统 (5.4.1)( 取 a (r) 200508 84 HL IRE 
【证 明 】 显然 ,不 等 式 (5.4.9) 隐 含 不 等 式 (5.4.6), 故 由 引 理 5.4.1, 当 w(t) =0 时 ,自由 
系统 (5.4.1a) 的 平 痪 点 x(1) = 是 渐 近 稳定 的 。 
JEMA BJ EA 


JG)= De Bes Ee wah 


' "OWN _ dur B 
xls (WIW, + Ddr = Sx"be + |z l 
1 wA IR, e Dx - FaU 4)( WWW DzG - d) 
利用 式 (5.4.9) ,有 


JG) = zhTP+ PADO x $21 P BD + Ez? lw 12a d "OE, Dx - dan - 


1, 
d)(WIW,« D x(G = d) < -xP B.BTPx - x CIC gEEDS Izl? S 
Iw Veg OW e Dx = aU -DOW DG - a) 
其 中 
p'= [wt puis iGo-0,0 ira- 2] 
经 配方 运算 ,得 
J(z)< -Bp - DE DD- EC e Izl- l v Peg IW, Da - 
xe - DUVTW, + Dx d) 
将 C, 代 人 上 式 , 并 利用 式 (5.4.3) 和 式 (5.4.4), 最 后 得 
JG) < - BIPr - Dl?- x I W. l? - Baz. 12 - x I Wl a)l2 - 
l8 (x(c- dy.) «0 (5.4.10) 
对 于 给 定 的 了 > 0, 对 式 (5.4.10) 从 0 到 了 积分 ,得 
lzi- lw IPARD PED ty <0 


其 中 


F r, 
; EWW I)xdrz0 


因此 ,对 任意 的 AN AJ zj re us sa 

E 如 果 不 确定 性 函数 Af 和 Af, 是 线性 的 , 即 令 Af = ELECOW x = EO, (x, 0. 

Afi EQX(G)W;x = EjS(x 0, EOE OSI: 显然 ,5r 满足 增益 有 界 条 件 。 所 以 ,根据 定 

再 5.4.1, 如 果 式 (5.4.9) 成 立 , 则 系统 具有 重 棒 如 性 能 。 线 性 系统 的 这 一 结果 ( 取 ay = 1) 等 价 
SIL 全 


于 定理 3.5.3 的 条 件 (5.3.20) ,其 中 取 u(i) = - Ke (1) =0,ABs(1) 50, y 21, 因此 ,定理 5. 
4.1 的 结果 是 线性 情形 的 一 种 推广 。 


5.4.2 ”状态 反馈 控制 律 设 计 


接 下 来 ,我 们 讨论 问题 5.4.1 的 求解 , 即 讨 论 闭环 系统 满足 鲁 梓 Ha 性 能 的 条 件 以 及 状态 
反馈 控制 律 的 求解 。 首 先 ,对 式 (5.4.1) 中 的 不 确定 肖 数 Ag 做 如 下 假设 
【假设 5.4.3】 非 线 性 不 确定 函数 Ag 具有 如 下 形式 


Ag(zft) 6 = Ed x(t),) (5.4.10 
其 中 E, HEHEHE, 56,《*,*) 为 末 知 非 线 性 连续 可 微 函 数 向 量 , 且 满 足 增益 有 界 条 件 
l8, (xul < | Well, YYER YEER YEER (5.4.12) 


其 中 W mide ps 
将 式 (5.4.5) 的 a GOLA GEG. 4.1) ,得 闭环 系统 方程 


£ = 4 + AJl) + Azli- d) + Aflati- DO + Bawl) (5.413a) 


z= Ca (5.4.13b) 
其 中 rz= 4 有 有 Cr C+ DK, Ah x i= ÉD 
Ahal- dd dd), ,KLE AE ELE, 0] 
o x.t) 
H s 
(n P e. 
Àg 
w 
° z | 
"K 
则 有 
[ 18e Al < L mede yl Waw lt tt (5.4.14) 
: H 


H ŠO =0, YER 
由 定理 5.4.1, 如 果 存 在 适当 的 标量 Ay > 0,2, >0, 使 得 Riccat 不 等 式 
ATP + PA, + PEBP + CC, < 0 (5.4.15) 
存在 正定 对 称 解 P, 其 中 
Ck 
Š, -[B, inl ial, 
Àr 
MAARE. RABH EMI #ER(5.4.15), 1 
ATP + PA, + PŘ B Ip + CC + K'CBTP + D"C) + (PB, + C'DOK + K'ÑK < 0 
(5.4.16) 


K =- R-t(BÍIp — D'C) (5.4.17) 
划 式 (5.4.16) 成 为 
ATP + PA, + PBBIp + CTO, - (PB, + CID)R-'(BIP + D'C) < 0 (5.4.18) 
综合 上 面 的 讨论 ,可 得 如 下 定理 。 

【定理 5.4.2】 考虑 闭环 系统 (5.4.1) 和 (5.4.5)。 设 D 列 满 秩 。 如 果 存 在 适当 的 标量 
3,» 0,2, >0, 使 得 Riccati 不 等 式 (5.4.18) 存 在 正定 对 称 解 P.W ESE E Sc R i GE HIER, 
且 所 求 状态 反馈 控制 律 为 式 (5.4.17)。 

【 例 5.4.1】 考虑 系统 (5.4.1) ,其 中 
-5 -1 0.1 0 

l 


o -4 lo cal ^il] sfp] -c= t H 


" 


DicnESESE N »-[ Í 
Br Bp QW 


sin x, (r) 0 
x n adu m nl 
Wi ede 三。 控制 器 。 
[E] 可 验证 8,8, 满足 增益 有 界 条 件 。 取 4/ = 0.5, A, = 5, 解 式 (5.4.18) 的 Riecati 不 等 

xd 

-| 3.701 Lan] Ë 

-1.131 — 1.868 

由 定理 5.4.2. 控 制 律 (5.4.17) 使 得 闭环 系统 其 有 重 棒 万 性能。 其 中 K - [0.860 - 2.180]; 


5.5 基于 LMI 的 状态 反馈 解 


本 节 我 们 利用 LIM 方法 ,讨论 同时 具有 状态 和 输入 时 洁 的 广义 时 小 系 统 的 状态 反馈 He 
控制 器 的 设计 问题 。 在 较 一 般 的 情形 下 ,给 出 了 时 湾 系 统 的 H BARAKE HEEB 
义 时 滞 系 统 的 状态 空间 描述 为 

I(E) = Axz(t) + Agi - d G4) + BywG) + Buli) + Bult- di(t)) (5.5.1a) 
i0) = Cli) + Cr - di( 0) + Dawl) + Dou(t) + Dit — dj) 
(828 tht 
x(G) = 0,1 < 0,x(0) = xo (5.5.1e) 
其 中 2 CR ARE, u ER 是 控制 输入 , wE R' ETEMA, E w(1)E L[0 o). r€ R^ BE 
榨 输 出 。 时 变 时 请 d1(#) 和 和 d2(1) 满 足 


Os d < @,d,(t) < m < l,i = 12 (5.5.2) 
[问题 5.5.1】 对 于 时 灌 系 统 (5.5.1) IH HUGS IC E 
ult) = Kx(() (5.5.3) 


MX RS (5.5. DES 万 。 榨 制 器 (参见 定义 4.5.1)。 
kus 3 


将 式 (5.5.3) 代 人 式 (5.5.1) ,得 到 从 w CO SII z(#) 的 闭环 系统 
xG) = AG) + Ax (1 di(t)) + BIw{t) + Bakx{t - dC) (S. S Way, 
z(t) = Cali) + Calit - di() + Dnw(i) + D&x Gr - ds(t)) 《5.5.4b) 
HP ASA + BK,Ck- C+ Du Ks 
[5123 5.5.1] 4E y »0, MAUETETESENIEE P.R 和 R, W 
ATP + PAçg+ R + K'RQK PA, PB, PB, C} 


ATP -KR 0 0 CT 

BIP 0 -EE 5 Diis’ (5.5.5) 
B!P 0 9 -ři Dh 

[^ Cp De Du c 


ABP SERIE (5.5. 2) Ra OX ER = (1 - mO Ri,i=1,2 为 正定 矩阵 , 则 问题 5.5.1 AR 
【证 明 】 首先 ,定义 Lyapunov 函数 


GUD = zr e [toO f n CORt Rn COGI 


(5.5.6) 


注意 到 条 件 (5.5.5) 隐 合 
AYP + PAK + R + K'R,K PA, PB, 


AP -Ñ 9 [<0 (5.5.7) 
BIP 0 - R, 

3. Lyapunov 函数 (5.5.6) 沿 二 环 方程 (5.5.4) 解 轨迹 的 导数 ,得 

V(x i) o Pe) + aT COPRGD) + T GO) Rx (0) e x (OK RS Kx (GO - (1- dix 


d GT RxG- 400-07 dGxG- dalt)) KR, Kr (t - djGD« 
x'G)Px 2) + x GO PEG + aT CO Rx GO + TC) KTR, Kx(O - (0) mx" = 


da) RuxG- diG)) - O- m)x'G- da(t)) K'R; Kx(i - di(1)) (5.5.8) 

设 干扰 输入 wo) =0, 我 们 有 
x) | ANP + PAp+ R I+ KIR,K PA, PB. xO) : 
nebenan ATP -和 o | xG-4á0)» | 
| 
Kx(i — dy(t)) m ç -ELEC A0 

由 式 (5.5.7) ,得 
FG, 1) «0 


即 闭环 系统 (5.5.4) 是 渐 近 稳定 的 : 
按 下 来 ,假定 初始 状态 为 零 , 定 义 辅助 函数 


J = (GG) - ww (5.5.9) 


Ea 


则 对 任意 非 零 wCO € L0, 90 E 


Te PEOD Pw wD + Y GG (5.5.10) 


将 式 (5.5.8) 代 人 式 (5.5.10) ,并 令 


¿G)=[x!G) x 7400. xTG- dO KT wa 


则 
r< | ozga 
其 中 也 定义 为 
H PA,  CXC, PB. + CTD, PB, + CKD 
AIP + CC. CTC, - (1 - mOR, ctp, CD 
Z" | ai. DIC. ptc, DD. -(1- m)R, — DI, 
BIP + DI Cr Di C, Dh Ds - YU + DI Dn 
(5.5.11) 
R H= ARP + PAz + CIC, + Ri + K'R,K. 式 (5.5.11) 中 ZZ<0 隐 含 对 任意 非 零 w(1)E 
L[0, œ), ilz) Bar Eo GO los Bit, Z«0,:20 IH, E EIE CS 5.3) JE ERE # Se 
(5.5.0 f8 n, EISE EPIS S 5.1 有 解 。 应 用 Schur T2138 (9[38 4.4.3), 35 (5.5. 1D PR Z 
<0 可 转换 为 式 (5.5.5)。 dp 
TF LET RE BE AS SCC. 5. 5) ERR REER SESCCLMD 。 
【定理 5.5.1】 ruEn HERES 5.0). HE y 2 0, 如 果 存 在 正定 阵 Q.S S EB M. 
使 得 
U, B, u, M" Q 
Bj -yI Dj 6 0 
U D, Ú, 0 0 i«0 (5.5.12) 
M 9 0 -$, 0 
Q 9 9 0 -8 
对 满足 式 (5.5.2) 的 时 滞 成 立 , 则 控制 律 式 (5.5.3) 是 时 兴 系 统 式 (5.5.1) 的 已 = 控制 回 。 这 电 
U, = QA" + AQ + M' Bl + BM + (1-0 AS Al. (1- Ra) ^! B,S; BE 
U, = M'D} QC « (12m) ^ AS CL (1 - ma) Bes, DY 
U,= - I+(1- m) CS CI+ (1-7 m)” ' DaS: DY 
M= KP `! 
人 = 已， 
Si= Ri',i=1,2 
DES) 应 用 sechur 补 引 理 和 某 些 变量 变换 .可 完成 该 定理 的 证 明 。 不 等 式 (5.5.51) 等 价 
EE 


"CERES 


AkP+PAr+R PA, PB, PB, C} K 


* 


176 > 


* 


* 


* 


* 


x 


ATP + PAr 


- 0 0 € 0 
Ej s 
* -R o 0 o |< 
* x Sr Df 0 
* * * -I 0 
x * * * -R 
PA, PB, PB, CL K 1 
-KŘ 0 9 cy 0 D] 
* -KE 0 Dj o 0 
» x -yH DL o 9? 
* * S O 0 
> * * * ~ R;! o 
* * * * * TR 


ATP+ PAr + PA EC 1ATP PB, PB, Cl+a PA C} Kt 
* E, 0 D; 0 
* k. O Sy Di ° 
* * Wu sa N a 0 
* * * * S 
x * * + du as 


ATP+ PAg + PAU ATP + PRIUS BIP PB, CE+ PAR CI+ PR DS KT 


* -71 b D 
* * eR Ch DAS 0 
x E * RI 


POMA APO + AIRT AD BAS BI B, PO CL ASI CH Biy DI POK 


* -Pt Dh 0 
* * -1+ Cdp CI+ DR D} 0 
* E * -R21 
* 7 x ` 


«0 


° «9 


0 e 


其 中 * 代表 对 称 项 。 利 用 如 下 一 些 变量 变换 :AM = KP IQ PO SIS R7',i=1,2, 不 等 式 
《5.5.14) 可 变换 为 (5.5.12)。 dx 
不 等 式 (5.5.12) 关 于 变量 QM S, 和 S, 是 线性 的 。 因 此 ,或 解 式 (5.5.12) 的 LMI 之 后 ， 
M M= KP -可 求 得 状态 反馈 增益 阵 K. 
[85.5.1] 考虑 广义 时 满 系统 


ios ise T oleate eo [0605 


ale)=[1 11xCO [0.1 0.1]xCr - dCi) 40.1uCD)  u( 2D +0.1u(t— d; CO 
Y 21,di(1) 2240.2cos t, d; (1) 25 + 0.2sin 31 
通过 求解 式 (5.5. 12) 和 式 (5.5. 13) ,得 

-| 25.883 8 pb «| 0.267 6 Ee 

-8.7399 — 4.2486. -0.0082 — 0.2200 
M=| -1.1255 -1.4670) R,=0.2177 
EG ,状态 反馈 增益 阵 为 
K=[-16.3114 3.6044] 

所 得 控制 器 保证 了 其 有 时 变 时 洪 的 闭环 系统 的 稳定 性 和 满足 H. 范 数 界 > = l. 


5.6 HERRER HFH 


前 面 几 节 得 到 的 时 洪 系 统 的 万 ,控制 器 或 考 不 确定 时 灌 系 统 的 鲁 栋 万 , 控制 器 , 均 不 依赖 
于 系统 时 江 的 大 小 。 也 就是 说 ,所 得 如 果 对 任意 大 的 时 灌 痢 成 立 。 这 样 当 系统 时 灌 较 小 时 ,所 
得 结果 就 有 一 定 的 保守 性 。 本 节 我 们 利用 LM 方法 ,讨论 不 确定 时 洪 系 统 时 灌 依 赖 型 的 鲁 棒 
镇 定 控 制 器 设计 向 题 和 时 灌 依 赖 懂 的 鲁 棒 如 -控制 器 设计 问题 。 上 述 问 题 是 近年 来 时 训 系 统 
研究 的 一 个 热门 课题 ,许多 问题 尚 有 待 研究 。 


考虑 不 确定 线性 时 灌 系 统 
xl) = (A. AAC Jal) + CA; + MA txt d) + Bow(t) + (B + ABG)) n) 
{5.6.1a) 
zli) = Cxr(t) + Duli) (5.6.1b) 
x(t) = (0). vr € [- 4.0] (5.6.10) 
各 变 芋 及 矩阵 的 说 肯 周 前 。 假 定 允 许 的 不 确定 性 矩阵 具有 如 下 形式 

SACO. ABCD = FF(O[E, E j, AA U) = LFO) E; (5.6.2) 

JP LLa E. E, f E, 为 已 知 实 带 阵 ,未 知 实时 变 矩 阵 FU) F (tN 
F'GFGO s IIPYG)F,G) s LN (5.6.3) 


ERE LER T RMT # Bani REIHE ME TUE [UERSUM RES 
[ijf s.o.:] S de HUE) 给 定 标量 d» 0. 设 计 一 状态 反馈 控制 律 
u(i) = Kxz(i) (5.6.4) 
使 得 闭环 系统 (5.6.14) 和 (5.6.4) ,对 任意 满足 0< d< d BUE ESE SBI Kit, W £ 
统 {5.6.1a) 是 鲁 棒 可 镇 定 的 。 
[938 5.6.2] f H, RRD AER d»0 和 y >0, 设 计 -- 状 态 反 馈 控制 律 (5.6.4). 
Qe 


使 得 对 任意 满足 0< d ecd KRIY d, 如 下 条 件 成 立 : 
(1) 玉环 系统 (5.6.1a) 和 (5.6.4) 是 鲁 棒 稳 定 的 。 
(2) 系统 (5.6.1) 具 有 得 棱 H. 性 能 。 
我 们 将 利用 LMI 技术 求解 上 述 的 两 个 问题 。 为 此 ,需要 如 下 的 一 些 和 矩阵 不 等 式 [5] 。 
【 引 理 5.6.1】 设 4 L.E RUP 为 具有 适当 维 数 航 实 矩 阵 Cro F E F'F < 1, : 
(1) 对 任意 标量 =>0 
LFE + EF L'ec^! LL + eE"E 
(2) 对 满足 d - EPE” » 0 的 任意 矩阵 P>0 和 标量 e > 0 
(A + LFE) P( A + LFE)! « APA! + APE'(c1 - EPE)  EPA'  eLLT 
(3) 对 满足 P - seLL7>9 的 任意 矩阵 P > 0 和 标量 e>0 
(A + LFE) P^ (A4 LFE) ATCP - eLLT) Ae! ETE 


5.61 MHAE 


[E8 5.61]. d u(0-0,w (0 20,2 8 UE. 6.12) (5.6.10), &UEJREE d >0, 该 
系统 对 任意 满足 0< d «d HENN d 是 鲁 棒 稳 定 的 ,如 果 存 在 正定 对 称 阵 X X, X, 以 及 
ER a1,…,as 满足 如 下 LMI 

MON XX). XE' AUG € X) ES. GXNT 


EX -A 9 0 
<0 (5.6.5) 
EX, + X)AL Q 3 0 
dNX 0 6 ss 


其 中 
M(X,X,, X.) = X(A + A4)" + (A Aa) X + AUG + XI ALT+ LL" + ag Lili 
L-[L LJ.E'-D[ET ES|,N'-[A" ET AT El) 
Ji 7 diagía 4,0510, J5 = ot- E,(X + X) Ep Ja 
diag! Xy ~ a4 LL", agl, Xa - asL LY, asl} 
DEB] £ x(1!) 为 自由 系统 (w=0,w =0)(5.6.14) 和 (5.6.1c) 的 解 。 则 对 !> d, 我 们 有 
x(t- d) = zle) = MET + 9)44 = xli) -f a HORE 


As 4 9)x(1 - d + 0)jd8 


其 中 
AUD = A + LFOO E, A UO) = Aa + LFQGDE, (5.6.6) 


K xl- ad) 代入 方程 (5.6.1a), 有 
xD [AGO + ACD 2xCO Aale) 人 Ge + 0)x(2+ 9) + Aalt Ex Gr d + 0)]46 
根据 上 面 的 讨论 ,我 们 考虑 如 下 不 确定 时 潍 系 统 
EO = [EO s EDIO = AQ TAG OU + + 
Alt + 0056 ~ d + 0)]40 (5.6.7a) 


£O = yG) viel -24,0] (5.6.1) 
Damm 


其 中 w{*) 为 初始 条 件 ,d 为 系统 (5.6.1) 的 时 灌 。 注 意 方程 (5.6,7a) 需 要 区 间 [ -2d,0] 上 的 
初始 条 件 。 

注意 到 自由 系统 (5.6.1a) 和 (5.6.1c) 是 系统 (5.6.7a) 和 (5.6.7b) 的 一 个 特例 ,这 样 自由 系 
统 (5.6.1a) 和 (5.6.1c) 的 解 也 是 系统 (5.6.7a) 和 (5.6.7b) 的 解 。 详 细 的 讨论 可 参见 文献 [84] 
ÉS 156 页 。 因 此 ,系统 (5.6.7a) 和 (5.6.7b) 的 全 局 一 致 浙 近 稳定 性 将 保证 系统 (5.6.1a) 和 
《5.6.1e) 的 全 局 一 致 渐 近 稳定 性 。 为 了 判断 系统 (5.6.1a) 和 (5.6.1le) 的 穆 定 性 ,我 们 只 需 研 究 
系统 (5.6.7a) 和 (5.6.7b) 的 稳定 性 。 

对 于 系统 (5.6,7a) 和 (5.6.7b), 定 义 如 下 Lyapunov 函数 

VAG = COGOPEGY + WAG, t) (5.6.8) 

其 中 P 是 正定 对 称 阵 , 而 


WEE) = RE FOIE PI AGO Ydsd0 + 
Fr LECYRIG + a) Pi, + DCGOdsdo (5.6.9) 


其 中 P P 为 待定 正定 对 称 阵 。 显 然 , 存 在 正 数 p 和 PB,, 使 得 
B l £CO l2 VC < 8, FS 1604017? 
V(£ DIR EE(S.6. 7a) RIS 6.70) BU RE DLE BR) GRON 


VD OA AOT e PUAU) + AGO EGO + 
n. Ds SG OO WOOD 
其 中 
MED = caf EOPA GIA G + EG + 008 
PED =- 2f (PAG, + DEG - d + 0)46 
利用 不 等 式 


-2u'vsuTOn + vT87! v 
其 中 a» 为 具有 相同 维 数 的 向 量 ,9 > 0 为 具有 相应 维 数 的 矩阵 。 对 任 间 矩 阵 P) > 0 R P, > 
DEI 
MGO < COPA PAX ORG s l Po 926 
OPTA G + Ot + 0000 


p t) = ET) PASC) P ALC) PEC) fre -d + 8)AY( + 
0)Ps'A,G: + Ot — d + 0040 
六 此 
YO Da COXYACO) & AQOYP + PLAC) + AG] + dP ACC + 
PQAVGOP e d AVGPOC AG) +d Ayl e d)PZ Aali dé) (5.6.10) 
对 式 (5.6.10) 的 右 端 ,应 用 引 理 5,6.1, 我 们 有 
VE ELD A ANTP+ PCA + AD + Pé LE + el P+e !ETE + er ETE + 
` 199 + 


dPL A(P, + PDAT + LU] + AP, + PO EGSE = Egl P, + POET) E (P. + 
PATTPF d[ ATCP, - LL A & e ELE, ALUP, - e4LaL1) Ao + 
A ETE, eC (5.6.1D 


其 中 正 数 610.6 WE 642 - Eal Pi + P ELS0, P,- c LL 0 fl P e LLL 0. 
引进 矩阵 函数 
S(Q.Qi.Q1 a.) = QUA +AA (A + Aa) Q + a LE! + e; LES + A LQ + Q OAT + 
25 L+ Q(e ETE, + a3 EgED Q + ACQ: + QD ELCT - E,( Q, 
+ QE E, O+ QA, P OLAQ - a LET) A ei" ELE, 
+A Q- as LiL 5) A, as ESED Q 
HEF OQ 和 由 为 mxpn 维 实 对 称 第 阵 ,aol ,os HIE at EQ + QEY >80., - 
a LL >0 和 Qr- asLsLy 2 OER I a 代表 向 量 ! al, … ,0sj'。 村 是 ,我们 可 将 不 千 式 
(5.6.11) 改 写 为 
VG) s CG) PS(K, dP, dPa, de d) PECE) 
这 里 下 = P 1,e 代表 向 量 [e1,… ,es]"。 注 意 S(X.,2P . dPr, dea) XT 4 是 单词 增加 的 (在 
半 正 定 意义 下 )。 ° 
最 后 ,应 用 Schur 补 引 理 ,我 们 得 到 不 等 式 (5.6.57 等 价 于 S(X.dP. P; de 2; <0, 
up 
定理 5.6.1 A BUT HW FEIER BERT DERE IK Bto J a ES E Ey. HARER, 
我 们 可 求解 问题 5.6.1。 
【定理 5.6.2】 4 wl) =0, 考 虑 系统 (5.6.14) 和 (5.6.1c)。 给 定 正 数 d> 0, RRINE 
是 0sds<a 的 任意 常 时 满 4 是 角 棒 可 镇 定 的 ,如 果 存 在 正定 对 称 阵 X X, 和 和 .矩阵 Y 和正 
Ë e yes 满足 如 下 ILMI 
MAX.Y,X,. X) EXX.Y) AQ; X) EY dNTY(Y. Y) 


EQ Y) -4 9 0 
9 (Gen 
Es Xi + Xe) AT 0 2d; su CRUS IS 
dN,UX. Y) 0 0 -4 j 


RP nui Js 间 定 理 5.6.1, 而 
MX, Y KI X) = XA AQ HCA + AI) X+ Y'B' à BF+ AUG 4 X2AV -ÀJ L" + ag LaL} 
ENX, Y)=[|XE]+ YTE], XE 
NKX,Y)-[XAT« Y' B'. XE!+ VE, XA XEV. 
进而 ,镇 定 控制 律 由 z(t) = YX DRE. 
DER) 将 无 记 亿 状态 反馈 控制 律 (1) = (1), 代 人 系统 (5.6.14) 和 (5.6.1c) ,得 闭环 
系统 
x() = LA, + LFG) E ix (0 + [Ag + LEGO Ez - d) (5.6. 13a) 
xG) = G), vire l- 4,0! (5.6. 13b) 
EPA =A+BK, E =E, + Esk。 办 此 ,将 定理 5.6.1 应 用 于 闭环 系统 45.5.13) 并 置 了 = KX 
` 180 - 


立即 得 定理 的 结论 。 证 些 
定理 5.6.2 给 出 了 不 确定 时 潍 系 统 的 一 个 时 滞 依 赖 型 的 鲁 棒 可 镇 定 判 据 。 由 于 定理 

5.6.1 和 定理 5.6.2 给 出 的 两 个 判 据 均 以 LMI 形式 给 出 ,其 最 大 的 优点 在 于 可 对 参数 进行 优 
化 ,以 得 到 使 系 统 鲁 棒 稳定 或 鲁 棒 镇 定 的 最 大 时 法 界 a。 例 如 ,定理 5.6.2 中 的 时 滞 界 d, T] 
通过 求解 如 下 关于 变量 X X AX Ya ,as 和 了 的 二 次 凸 优化 问题 而 得 到 

maximize d 

s.t. X>0,X,>0,X,>0 

al>0,…,as>0, 了 >0 和 不 等 式 (5.6.12) 

上 述 二 次 峡 优 化 问题 可 通过 Matlab 中 LMI TRAIRA ,详细 讨论 见 文献 [61] 。 

与 之 相 比 ,文献 [85]、[86]、[76] 中 ,利用 Lyapunov 方程 或 者 Riccati 方程 的 解 的 方法 ,所 得 
到 药 时 讲 依 赖 型 的 鲁 棒 稳 定 和 重 棒 镇 定 判 据 依赖 于 参数 或 正定 对 称 阵 的 调整 ,以 获得 尽 让 能 
KANER d。 而 这 种 参数 或 矩阵 的 调整 没有 统一 的 规律 可 导 ,这 就 使 得 最 大 时 滑 界 d 的 求 
和 解 变 得 很 困难 。 所 以 本 节 用 LM 方法 得 到 的 时 站 依赖 型 的 售 棒 稳定 或 鲁 棒 镇 定 判 据 具有 较 
小 的 保守 性 。 

当 系 统 (5.6.11) 中 不 存在 不 确定 性 ,我 们 有 如 下 结果 。 

[推论 $5.6.1】 考虑 系统 (5.6.1)。 令 wG) 20,AA() =0,A4z(z)=0 和 AB(t)=0, 则 
给 定 正 数 4 >0, 此 系统 对 任意 满足 0< 4 < 2 的 常 时 滞 d 是 可 镇 定 的 ,如 果 存 在 正定 对 称 阵 
X.X, 和 X, 以 及 矩阵 了 ,满足 如 下 LMI 

Q(X.Y.Xi, X2) ACXA” + FB)  dXAT 
d(AX + BY) - x, o |<0 (5.6.14) 
dA X 0 -X 
其 中 
Q(X.Y.X,..Y,)=X(A+A O + (A+AIX+ Y' B « BY +A, X,+ X) AD 
进而 ,镇 定 控制 律 由 (r) = Yx-'x(CORE. 


5.6.2 R H.E 


首先 ,考虑 自由 系统 (w =0)(5.6.1) 的 鲁 棒 如 -性 能 分 析 问 题 , 有 如 下 定理 。 
【定理 5.6.3] 考虑 自由 采 统 (w =0)(5.6.1}。 给 定 正 数 7 >0 和 4>0, 该 系统 对 任意 满 
足 O< dac d Mny d RA RIE Ho tE ME, WORTE I ERE X.X 、 和 X, 以 及 正 数 
er yao: 满足 如 下 LMI . 
M(X,X,.X,) XE” A(X, + X,)E, dXN! G(X) 


EX -4 0 0 0 
E(X + XAL 0 -h 0 9 |< (5.6.15) 
NX 9 0 -h 0 
GX) 0 0 0 ~ J 


其 中 MX, XX) EN JV B J, 同 定 理 5.6.1, 而 
G(OX)-UdA, dL, XC” B,) 
* c 7 


Ja = diag[ Xs ~ a ETE, 241,1, Y 1- BLX,B,] 
【证 明 】 di TOS ARE. 6. 15) BR 8 35 (5.6.5) ,根据 定理 5.6.1, 自由 系统 (5.6,11 对 
任意 满足 0D< d< d KRYE d 是 谷 樟 稳定 的 。 
为 了 建立 系统 (5.6, DRE 如 ,性 能 ,假设 方程 (5.6.1a) 的 初始 条 件 为 零 ,并 定义 
Jyapunov 函 数 


Vr D = T Pe Wut) (5.6.16) 


其 中 >0, Y. Cx ,已 由 下 式 给 定 
mO, Ë f^ OCTO RIRQURG) + WOBEI B e CO Ge + 


F: ORG + DPP AG + a)X(a)qsq2 (.6.m 


这 里 PP, 和 P, 为 待定 的 正定 对 称 阵 。 
注意 到 .在 零 初 始 条 件 下 ,方程 (5.6.1a) 的 状态 轨迹 满足 
IG) = [AG A QD 1x00) -ALOS x nsns 
Ar + xli - d+ 0) + Bwli + 0))d8 x( = 6, Yi < 0 (5.6. 18^ 
其 中 AGUBAGO BURG. 6.6), REEERE Ps > 0 
H of ifo rA Gone + 8)d8 < f^ + OO) BLPIBQw(r + 0)40 + 
dx (1) PA, PIYAY) Px (0) 
应 用 与 定理 5.6.1 相同 的 证 明 方 法 ,容易 算得 V(r,1) 沿 方程 (5.6.18) 的 解 轨 还 的 时 数 为 
VG ex'COUAQ) & AOT P a PLAG) + Ag 
dP ÁCOUP + POATCOP + dp ALGO PIAS G) P + 
dATCO PO AQ + dATGO + d Pr AG e d) z(a) + 
dw) BPP, B wht) « 2x (0) PB wt) = 
x"() RGDxG) e 2xT(0) PB wht) + dw (et) BIP, B wlt) — (5.6.19) 
其 中 
R(d) - (At A P+ PCA + AO + P LE eo LL P ei ETE, e EE, 十 
APIA, P, + PDAS e Las + Aal P,  P)EL IE EP + P) ET IE (P, + 
PAP + [A (PI - ALL Ae eq ETE, + AU - es LET) Ao 
es ELE) + dP| A (Ps - e EIE) AT + eg LLPP (3.6.20) 
这 里 el .ee 为 满足 e37 = ECP, + POESS0, P, - e LLT> 0, P, - LUIS 0 $ P. - 
s EXE, > 0 的 任意 正 数 。 
考虑 到 式 (5.6.19), 并 且 置 P=X-!',d P= X,i= 
Ior G HEP X Xr XS XS ai. os 满足 不 等 式 (5.6.15) ,我 们 有 
4210,m) 和 对 任意 0<4d<d, 有 


Ua3.8; = aj. 82 = a5. de, = a, 


对 任意 非 堆 


i Ee m] 


. «0 (5.6.20) 
wn) Bip -Z | 


dy a bec yi [ 
J hz. Frera y si 


sp S 


其 中 Z= yI- dBTPsB,, 而 第 二 个 不 等 式 是 由 式 ($5.6.15) 根 据 Schur 补 得 到 的 。 
注意 到 由 于 wE L400, ), 系 统 (5.6.1a) 对 于 0xs dad 的 曾 棒 稳定 性 隐 含 i z 4, 的 有 界 
性 和 lim x(0) =0。 因 此 ,在 零 初始 条 件 下 ,由 式 (5.6.17) 容 易 得 到 


Srs OTOP RD) - xU mo 9) 


PEA a Pali OM [ GIGAS + DEP AG + Da0) = 
x(i + 0 - dA + 0)Ps'A (t + Or(t + 0 - d)]30 + 
[IOB Bwt) - wG + 0)BTP,B,e(t + 0)d0|d: = 0 
(5.6.22) 
di TES (5.6.16). (5.6.21) E315 (5.6.22) ,我 们 有 


fue = yw wid = [i Z wtw + STE + w) lar = 
° c dr 


= dV, 
| (sa + zz y'wlw)dír «0 
Jo 


对 任意 非 零 wE LLO, PERRE 0s d < 了 的 ,以 及 所 有 人 允许 的 不 确定 性 成 立 。 证 华 
现在 ,利用 定理 5.6.3 ,我 们 可 求解 系统 (5.6.1)} 的 鲁 棒 H a delis ES , 即 求 解 问题 5.6.2。 
【定理 5.6.4】 问题 5.6.2 有 解 ,如 果 存 在 正定 对 称 阵 X X X 和 X, ,矩阵 了 以 及 正 数 

cis, os 满足 如 下 LMI 

M(X,Y.X,,X,) ENX,Y) A(X, + XDE, dWi(X,Y) G(X,Y) 


E.(X,Y) - ° [] 0 
Es X, + X,)AT 0 EN 0 lo 

VN (X, Y) 0 0 EPA 0 

GK Y) 0 0 0 -Ja 


(5.6.23) 
其 中 JJ; JS AZE 5.61, MOX Y X1. X2), E(X, YN UC Y) IE HE 5.6.2, JL 同 定 
X 5.6.3, 0 
G(X,Y)-[dA, dL,(CX«DY) B,] 
进而 ,镇 定 控制 律 由 u(t) = YX^ (41) 给 定 。 
DEA) 定理 的 证 明 类 似 王 定 理 5.6.2, 只 不 过 现在 是 应 用 定理 5.6.3 而 不是 定理 5.6.1。 
证 些 
定理 5.6.3 和 定理 5.6.4 分 别 给 出 了 不 确定 线性 状态 时 兴 系 统 (5.6.1) 的 时 滞 依 赖 型 便 
棒 H.TESEZHULRUEHE 如 -性 能 设计 的 方法 。 应 用 这 两 个 定理 ,可 求解 时 滑 d 的 最 大 值 (8 
7 给 定 ), 或 求解 性 能 指标 y 的 最 小 值 ( 当 也 给 定 ) ,而 无 需 做 任何 参数 的 调整 。 例 如 ,根据 定 
理 5.6.4, 给 定 Á, y 最 小 值 的 求 取 可 通过 求解 如 下 的 凸 优化 问题 而 得 到 
minimize 7^ 
sa. X20,X,20,X,»0,X,»0 
ai 20,7 .as>0 和 不 等 式 (5.6.24) 
* I83 * 


类 似 地 ,根据 定理 5.6.4, £08 y ,读者 不 难 写 出 计算 d AERA EHE H EREN DE 
化 算法 程序 。 
当 系 统 (5.6.1) 没 有 不 确定 性 时 .我 们 可 得 如 下 推论 。 
[推论 5.6.2】 考虑 系统 (5.6.1), 令 AA(1) =0,A4s(#)=0 fü ABCE) =0, 则 问题 5.6.2 
可 解 ,如 果 存 在 正定 对 称 阵 XX. X 和 X; UREE 了 ,满足 如 下 LMI 
Q(X, Y, XX) d(XA" + Y'B7). dXAY H(X,Y) 


d(AX + BY -xX 0 o 
MARI : «9 — (5.6.24) 

dA X 9 x 0 

H'(X,Y) 9 9 -W 


其 中 Q(X,Y,X,, Xa) EHER 5.6.1, 
H(X.Y)-[dA, (CX+DY)' B.) 
W= diag| X3, 1, ? E- BzX5 B,l 
进而 ,镇 定 控制 律 由 w(1) = YX x Oc. 
【 例 $.6.1]】 考虑 线性 不 确定 时 灌 系 统 
x() = [A+AACO] re) + LA; AA (GO ]x (1 d) + Bow (1) + Bult) 
ale) = GOD 
0 0 -i -1 1 0 
alo ia| ò asht lia] c-t 1] 
不 确定 矩阵 AA, AA WE | AA(:) | =0.2 和 | AAC) || 0.2. V 1 
上 述 系统 具有 式 {5.6.1) 的 形式 ,其 中 
工 = 也 =diagl0.2 0.2|,E.=Es=diagll Hf E,-0 
应 用 定理 5.6.4 E 妃 。 控 制 的 结果 , 当 d 满足 0< 4d «0.3 Bf y 的 最 小 值 为 y = 1.95, 
而 当 允 许 的 最 大 时 灌 减 小 为 0.2 时 ,7 的 最 小 值 减 小 为 0.66。 
该 例 中 ,与 其 它 各 种 方法 的 比较 可 参阅 文献 [75]。 


5.7 基于 LMI 的 输出 反馈 解 


我 们 在 4.5.3 小 节 给 出 了 如。 标准 控制 问题 的 输出 反馈 动态 控制 器 设计 的 LMI 方法。 本 
节 , 我 们 将 该 方法 应 用 于 时 澡 系 统 的 输出 反馈 动态 控制 器 的 设计 。 


考虑 广义 状态 时 潜 系 统 
XU) = AT(D + A Ci = dO) - Biwlt) + Bruli) (5.3.18) 
zli) = Cx (0) + Dn w(t) + Dou (t) (5.7.1b) 
yG = Caxls) + Daw(G) (5.7.10) 
xG) 04 «0 (5.7.14) 


HP x€ R' ERE, wER 是 平方 可 积 干扰 输入 ,uw ER? 是 控制 ,zE R^ 是 被 控 输 出 ,py€ R? 
是 量 测 输 纪 ,4(5) 是 满足 如 下 条 件 的 时 变 时 滞 
O< di) < od() <m<1 (5.7.2) 
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fj A Aa Bi B Ci C; Dy Di fll Da ERAR MERN REER. REA, B) BERGE, 
{C;,4) 能 检测 。 我 们 的 任务 是 设计 状态 时 滞 系 统 (5.7.1) 的 边 出 反馈 动态 有 7。 控制 器 (参见 
定义 4.5.1}。 考 虑 如 下 动态 输出 反锁 控制 律 
(t) = Am + BICE) (5.7.38) 
u(t) = CxG) + D.y(z) (5.7.3b) 
其 中 re R' 是 榨 制 器 状态 EBE A. B,C MD, 是 具有 适当 维 数 的 常 值 矩阵 。 由 式 (5.7.1) 
和 式 (5.7.3) 构 成 的 闭环 系统 为 


GC) = AU) + Aalt = dOD) + Buw(t) (5.7.4a) 
i) = CKU) + Dawl) (5.7.4b) 
Ea) = 0,r < 0 (5.7.4c) 
其 中 
e A*B;DC; B,C, 
d «o tl B.G, " | 
A. 0 B, + BD.Da 
aali NP -| Ba ] (5.7.5) 
将 控制 器 (5.7.3) 记 为 
C,-[C, «DoD; D; C. Da = Du + DuDDa 
ral 2] (5.7.6) 
= EA 
并 引进 如 下 记号 
SFA O a a EAG 
sl; M Al JEst o 
x Bi. B, 0|. 
il ISI ste, ol (5.7.7) 
" C 0 " * D; 
el Blps orbs 
MARRE EE AL Ba CURL DUREE 
Aa= Â + B KRCa, Aao = AsE, Ba = BI + BEDA 
(5.7.8) 


Ca 7 C + Du KC, Da = Du + Do Kb 
[31385.7.1]U9 考虑 满足 式 (5.7.2) 的 闭环 系统 (5.7.4) ,并 假定 3( Ds) < 7。 如 果 存在 
FESR PAO HE 
ATP + PA, * (1- m) PÁQQ AIP + ETOE + y ?CTC + (5.7.9) 
(77 DiC, + BLP)" - y 2 D1D4) (y? DIC4 + BIP) «0 
则 闭环 系统 (5.7.4) 是 渐 近 稳定 的 ,并 且 ‖ za) Bla v E wle) Bus 
反复 应 用 Schur 补 引 理 , 式 (5.7.9) 可 转化 为 如 下 LMI 形 式 


AQP + PAa + E'QE PB, CL pÀ, 
Bip -" Di 0 
P: D Sa (5.7.10) 
Aw 0 0 -(-nm9 
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类 似 于 引 理 4.5.3 的 证 明 , 式 (5.7.10) 等 价 于 下 式 


Q + BKC + CK B' < 0 (5.7.11) 
其 中 
B-(ÉiP 0 DL olc-[C, Ôn e o) (5.2.12) 
和 
Arp1PALEQE PB, ĈI PÀ, 
hip -x DÀ 0 
R= 4 (5.7.13) 
€ Du - Yr 0 
ATP 9 0 -(1-57)09 
根据 定理 4.5.4, 不 等 式 (5.7.11) 对 某 K 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 
BY QB, «0 65.7.14) 
(c0; o(cD) «0 (5.7.15) 


其 中 p fcn, 38 p fact 的 直 交 补 矩 阵 。 

类 似 于 定理 4.5.5, 由 式 (5.7.14) 和 式 (5.7.15), 可 得 广义 状态 时 港 系统 (5.7.1) 的 基于 
LMI 的 H o 控制 器 设计 问题 的 可 解 性 条 件 。 

Dems]! 设 广义 状态 时 法 系统 (5.7.1) 满 足 条 件 (5.7.2)。 令 [WE WII A 
[wi WT]7 分 别 为 [ 8 DLI'A[C. Da]7 的 直 交 补 矩 阵 。 如 果 对 某 Qo 0, 存 在 正定 矩阵 
X # y i AU Fe LMI 


w, 0 0 oy[XA' «AX XC B, EV X W 009 
W, 000 ex -好 Du 0 W, 0 0 0 
0 700 Bi Dh - 0 o jao : 9 0«9 
0 070 AL 0 0 -(1-m)Q 0 0 0r0 
0 001 yx 0 0 o -o 0 00 1 
(5.7.16a) 
W, 0 01[477+ YA+ Q YB, CT YA, W, oo 
W 90 BY -7 Dj 9 Ww, 0 9 vi 
0 10 C; D, -» 0 0 19 
0 0 F ALY 9 0 -ü-mgi-o 0 F 
(5.7.16) 
|: "io (5.2.1660) 
E PR 


T Ho E E DETH EIEE a ERY , 
求解 (5.7.16) 三 式 的 LMI, (B. X 2 038 Y>0. Hist (4.5.55) K H PESE SEHE AM IRURE GG 
RIMAN, FEES (4.5. 560 BS A ESE RETE G P2 0。 最 后 ,求解 式 (5.7.11) 的 LMI, 得 到 动 
态 控制 器 K。 当 然 ,也 可 按 冻 (4.5.57), 求 得 参数 化 控制 器 Ko 
[55.7.1]. 考虑 系统 (5.7.1) ,其 中 
' 186 ` 


AD bees oaas lalesi] 


1 0 0 0 
Ci=|0 1Í,C,=[1 3].Dn= °|" je 
0 1 


0 0 
4 y=2,m=0.5,0 = 五 , 则 式 (5.7.16) 的 一 对 正定 解 为 


d(1) 2 5+0.5sin t 


(x nepi — |. sl 
"51 810.1500. 0.553 71'10.8445. 2.168 5 
式 (4.5.55) 的 一 对 和 解 为 
-0.9858  —0.1682 6.2328 0 
oem IE ] 
\t -0.168 2 0.985 8 1.8841 -0.0107 


式 (4.5.56) 的 正定 解 为 
3.872 5 0.844 5 6.2328 0 
0.844 5 2.168 5 1.8841 -0.0107 
x 6.2328 1.884 1 11.7449  -0.0026 
0 -0.0107 -0.0026 0.005 6 


最 后 , 解 式 (5.7.11) ,得 n, de sd 


K= E IE -0.3660 : -2.741 [ 0.002 7 


D, ic, -1.3051; 1423301 — 0.085 | 
B, iA, 
1.2079 1.52247 -8.4108 


5.8 时 滞 系 统 的 鲁 棒 可 靠 H.E) 


考虑 如 下 参数 不 态 定 线性 时 游 系统 
E) = [A + AAG)32G0 + [A + AA.(1)Jz(t - d(t)) + Bat + Dw (4) 
(S.8.la) 
z(5 2 Ep(£y (5.8.15) 
x(t) = 0,: € [4,0] (5.8. 1e) 


APENRE Ocd(D «dc eR 4d<m<1。AA(1) 和 AA,(1) 是 范 数 有 界 时 变 不 确定 
性 ,并 且 具 有 如 下 形式 
[AAGO AA,CO] = GF(O[H Hi] {5.8.2a) 
FOP) = 1 (5.8.2b) 
与 4.8 节 类 似 , 这 里 我 们 只 讨论 系统 (5.8.1) 在 执行 器 失效 下 的 鲁 棒 可 靠 五 控制 问题 ,并 
且 , 所 引用 的 符号 ,矩阵 的 分 解 等 均 同 4.7 节 和 4.8 节 。 同 样 ,我 们 将 失效 的 执行 器 的 输出 视 
为 一 种 作用 于 被 控 对 象 上 的 干扰 。 总 干扰 仍 表示 为 wr = [w? wlj 
对 上 述 系统 (5.8.1) ,我们 设计 如 下 的 状态 反馈 控制 律 
uli) = Kx(i) (5.8.3) 
可 侈 地 镇 定 系统 (5.8.1] , 间 时 可 靠 地 抑制 外 界 干扰 w 和 由 于 执行 器 失效 所 产生 的 干扰 w,。 
即 ,设计 控制 竺 (5.8.3) ,满足 如 下 条 件 ; 
edge) 


(1) 闭环 系统 是 渐 近 稳定 的 。 
(2) 在 零 初 始 条 件 下 ,对 任意 wrE D[0, o), WE 
lzl;=yl wl; 

如 果 满 足 上 述 条 件 的 控制 律 (5.8.3) 存 在 , 则 称 系统 (5.8.1) 在 控制 律 (5. 8.3) 作 用 下 ,是 
具有 HERE y 盘 棒 可 靠 镇 定 的 。 

下 面 的 定理 给 出 了 系统 (5.8.1) 和 具有 万 。 范 数 界 y 鲁 乔 可 靠 镇 定 的 一 个 充分 条 件 。 

【定理 5.8.1】 给 定常 数 yY> 0。 设 存在 止 数 e > 0 和 和 5>0, 使 得 如 下 Riceati 方程 有 正定 
解 P>0。 


PA+AT™P+ Leu + BgBI)P + BPCA,AT -2667)P - 十 PB5835P+ 


1 1 1 
HHH+ Ft HIH) + yE'E + ef =0 (5.8.4) 

取 反馈 控制 律 为 
u() =- dne) (5.8.5) 


则 ,对 地 任意 执行 器 o0 0 失效 ,系统 (5.8.1) 在 控制 律 (5.8.5) 作 用 下 是 具有 HARR 7 鲁 
棒 可 车 镇 定 的 
DEM] 首先 ,我 们 证 明 系统 (5.8.1) 在 控制 律 (5.8.5) 作 用 下 是 鲁 棒 可 靠 镇 定 的 。 根 据 
B, 和 如 xz 的 定义 ,不 难得 到 闭环 系统 为 
x() = (A- DEI +ÀAA)x(1) + (A + AA xlt - dO) + (D. Bow, CO 
(5.8.6) 
对 闭环 系统 (5.8.6), 取 如 下 Lyapunov 函数 


V(x) = zTPr + = >| yu + HTH ,)x(s)ds (5.8.7) 
则 当 系 统 无 干扰 we(#) 输 入 时 ,V(x,) 沿 闭环 系统 (5.5.6) 解 轨迹 的 导数 为 
V(x,) 22xTPCA +AA)x - Tx PBSBIPx +2xTP(A 4 AA )x (p - dU) + 


-d 


ier Hx "usur -dU + HHOx( - da) 
(5.8.8) 
利用 和 矩阵 不 等 式 (5.1.18) 和 事实 Bz85> B565, 不 难得 到 
Vj) <- xr (5.8.9) 


其 中 Q= EPOD" + nni) P + 小 ETE+el >0, 因 此 ,闭环 系统 是 重 律 可 稀 镇 定 的 。 
下 面 证 明 , 在 等 初始 条 件 下 ,对 于 任意 的 wE Ll0 am ) ,被 控 答 出 z 满足 | z 上 < 
yl wp | 2, 为 此 ,引入 辅助 西数 
了 = F dere —oywiw,)dt 


则 对 于 任意 w € L,10, 0) A 
` 88 s 


J <Í [3zrz - qywiw, + ivea = 


á its - ywiw,-2x'P|D B,lwe-x'Qxldt« 


-ed (ee - Zt BI Be G Tw, - EL BI Pr) < 0 


Bud 
lzlj3< l weli 
Rp 
li zl li wlz v wee L0, 0) 

因此 ,系统 (5.8.1) 在 控制 律 (5.8.5) 作 用 下 是 共有 Ho WAR y 鲁 棒 可 靠 镇 定 的 。 LI 

定理 5.8.1 Si TRA REN a 802 88 EREEREER RTE H. E DI az 
SETE H. 控制 器 可 通过 求解 一 个 特定 的 Riccati 方程 而 得 到 。 关 于 Biccati 方程 (5.8.4) 中 
参数 $ 的 选取 原则 ,可 参见 文献 [811 的 引 理 1。 


5.9 ”时 滞 系 统 的 指数 稳定 万 ,控制 


考虑 如 下 状态 时 证 系统 


x(t) = Ax(t) + Ag (1 — d) + Bu(i) + Bw) (5.9.1a) 
z(t) = Cx(D + Dult) (5.9.15) 
x. (0) = 4000, v 9 € [~ 4,0], (1, 9) € Rx Cha (5.9.1c) 


BRAD DIC Dl-[9 1). 
本 节 我 们 讨论 状态 时 洲 系 统 (5.9.1) 的 无 记忆 状态 反馈 指数 稳定 H. 控制 问题 。 具 体 定 
AAT. 
【定义 5.9.1】 给 定 >>0 和 =>0, 设 计 无 记忆 状态 反 多 控制 律 
ult) = Kele} (5.9.2) 
使 得 ; 
(1) 闭环 系统 是 a - 一 致 浙 近 稳定 的 (指数 稳定 )。 
(2) 在 零 初 始 条 件 下 ,闭环 系统 对 所 有 非 堆 的 w€ Ls[0, 9) ,满足 
lalla < rH ws) ia (5.9.3) 
此 时 ,我 们 称 y 是 a - 次 优 的 。 
注 如 果 7 在 a=0 时 是 -次 优 的 , 则 7 就 是 通常 定义 下 的 上 如。 次 优 的 。 而且 ,如 果 闭 
环 系 统 是 。- 一 臻 渐 近 稳定 的 , 则 闭环 系统 在 a。=0 时 也 是 一 致 浙 近 稳定 的 。 
将 状态 反馈 控制 律 (5.9.2) 代 人 式 (5.9.1) ,得 闭环 系统 
l) = Agx(1) + Axli - d) + Byw(r) (5.9.4a) 
z(t) = C.x(D (5.9.45) 
HBAQ2ABK.CQ2 C + DK, 
我 们 有 如 下 定理 。 
[定理 5.9.1]】 设 存 在 >0 和 5>9 以 及 状态 反馈 控制 律 (5.9,2), 使 得 
- 189 - 


AXP + PA, + CjCp +S PA; PB, 


Alp -S 0 |«0 (5.9.5) 
E 
BIP 0 -727 
AKP + PAg + S +2aP PA 
| E * H je (5.9.6) 
eATP -$ 


WW y a -次 优 的 。 

【证 明 】 首先 ,我 们 证 明 , 不 等 式 (5.9.6) 保 证 闭环 系统 (5.9.4) 是 a - 一 致 汤 近 稳 定 的 。 
考虑 如 下 泛 函 微分 方程 

n) = CA - aD) n(t) + eA mG — d) (5.9.7) 
该 方程 是 对 闭环 泛 函 微分 方程 (5.9,4) 做 状态 变换 
x)= e nl), te to 

而 得 到 的 。 

根据 o - 稳定 (指数 稳定 ) 的 定义 (定义 1.4.3), 泛 两 微分 方程 (5.9.7) 的 零 解 的 一 致 浙 近 
稳定 性 保证 了 闭环 系统 (5.9.4)( 令 w(t) =0) 的 a -一致 浙 近 稳定 性 。 

引入 Lyapunov 函数 


V(O = HDPE) + [^ Spaa 15.9.8) 
显然 存在 常数 6, 和 o, 818 
alee VG OD < E EODD (5.9.9) 


例如 , 取 8, = AG(P) 92 = Aml P) + dA CS) 
Lyapunov 函数 (5.9.8) 沿 方程 (5.9.7) 的 解 轨迹 的 导数 为 
FO) a CO PRO)  g'GO) PRC + q* CO S000 - gC- d) SAU - d) 
经 代数 运算 ,上 式 可 写 为 如 下 和 矩阵 形式 
n(:) ] P + PAg + S+2cP Edi nG) 
nit- d) eA Tp n(:- d) 
由 式 {5.9.6) 可 知 , (r, n.) <0。 于 是 ,根据 Lyapunov 稳定 性 理论 (定理 1.4.5), 泛 函 微分 方程 
《5.9.7) 的 零 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 , 即 闭 环 系统 (5.9.4)( 取 wa) =0) 的 零 解 是 。- … 致 浙 近 
稳定 的 。 
令 =0, 则 由 式 (5.9.10) 可 得 的 '，) 沿 闭环 系统 (5.9.4) 的 解 轨 迹 的 导数 为 
x(i) ] | PAK + S J| x() ] 
b -d) ATP xı- d) 
Hl a - 一 致 渐 近 稳定 也 意味 着 一 致 渐 近 稳定 。 
其 次 ,我 们 证 明 不 等 式 (5.9.5) 保 证 了 在 零 初 始 条 件 下 ,闭环 系统 满足 式 (5 9.3), 
由 于 式 (5.9.7) 的 零 解 的 渐 近 稳 定性 保证 了 | zf +) l: 的 有 界 性 , 则 在 零 初始 条 件 下 ,我们 


VG) -Í (5.9.10) 


VG) (5.9.10) 


* 
Ja = ['ftOsG) - wawe) Jar = 


[ tot) etesco - Pw 


* 090 


利用 式 (5.9.11) ,我 们 有 


Jan [pco etesco -YwOwGO + FG zie VE) aso VG) uos 


x(t- d) 4 了 -S 0 xlt- d) (5.9.12) 
wo Bip 0 -PL wo 
由 严格 负 定 不 等 式 (5.9.5) ,可 得 /<0, 即 闭环 系统 满足 式 (5.9.3)。 

RERE ,如果 存在 Po0.5 »O 和 反锁 增益 阵 下 ,使 得 式 (53.9.5) 和 式 (5.9.6) 成 立 , 则 y 
是 a -次 优 的 。 证 毕 

注 从 定理 5.9.1 的 证 明 过 程 ,我 们 看 到 ,矩阵 不 等 式 (5.9.5) 保 证 了 如 性 能 指标 
{5.9.3) 成 立 ,而 矩阵 不 等 式 {5.9.6) 保 证 了 闭环 系统 (5.9.4) 是 o - 一 致 新 近 稳 定 的 。 并 且 ,不 
等 式 (5.9.5) 不 合 任 何 时 灌 信 息 , 而 不 等 式 (5.9.6) 和 时 灌 的 大 小 有 关 。 

还 要 注意 的 是 ,不等式 (5.9.5) (5.9.6) 不 是 线性 矩阵 不 等 式 。 下 而 的 定理 将 其 转化 为 线 
性 矩阵 不 等 式 。 

【定理 5.9.2】 存在 正定 阵 P >0.S>0 和 控制 律 (5.9.2), 使 定理 5.9.1 的 条 件 (5.9.5) 
和 (5.9.6) 成 立 , 当 且 仪 当 存在 三 个 矩阵 Q >0.R >0 fl W, qf 
QA' + AQ + W'B' + BW y7B,BL « R. AQ W! QC 

QA -R 0 


x) J ATP + PAK + CHO, + S PA, PP, | x(D | 


<0 (5.9.13) 
w 0 - 工 0 
co 0 0 -I 
QA" + AQ + W'B' + BW + R «2eQ Aei 
PES «0 (5.9.14) 
"QA -R 


【证 明 】 将 4r=4+BK 和 Cr=Cr+DKE 代 入 式 (5.9.5) 中 ,注意 到 假设 (Ai ) 的 正 交 性 条 
件 ,并 利 月 Schur 补 引 理 , 得 
=: PA + K'B'P+ PBK+ C CA F'FA S4 y^"! PRBIP PA; 
] «9 
AP -5 


e 


IERURSE EXCUIEMCE REA Q= PO SOIRS P ISP ly 0 fi W= KP-!, 得 
lis AQ + W'B' + BW QC CQ « WW R - 3 B B] AQ 
QA; -R 


<0 


再 由 Schur 补 引 理 , 上 式 等 价 于 
247+ AQ + W'B' « BW + QC CQ Re Y ?BB AQ W 
| QA; -R 0 | M 
w 90 -r 


M" 191 7 


QA + AQ + W'B'« BW+ y 2B BI «4 R AQ WU Qc* 


QAi -R 0 9 |< 
w 0 -I 0 
co 0 9 -I 
类 似 地 ,可 证 明 式 (5.9.6) 与 式 (5.9.14) 的 等 价 性 。 ud 
显然 ,固定 a 和 4, 定 理 5.9.2 Er UT l F ER PESE BE A 3320504846 a RE 
min y 
i 和 式 (5.9.14) 成 立 :295) 


ERRA y'O Wd R' 依赖 于 参数 a 和 4d。 最 后 ,利用 定理 5.9.2 证 明 过 程 中 给 出 
的 变量 变换 式 ,可 求 得 无 记忆 状态 反馈 控制 律 
u(t) = Kelt) = W' Q'cx(i) (5.9.16) 
该 控制 律 也 依赖 于 参数 a 和 d ,是 一 种 时 洪 依 玖 型 的 HL Fed. 
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BAE H, 标准 控制 


第 二 章 讨 论 了 无 限时 间 线性 二 次 型 最 优 调 节 器 问题 。 设 计 状 态 反馈 控制 律 ,使 闭环 系统 
内 稳定 (定理 2.4.2) 且 使 二 次 型 性 能 指标 泛 画 达 极 小 值 。 本 章 ,我 们 在 较 一 般 的 条 件 下 , 即 所 
请 H, 标准 控制 框架 于 ,求解 上 述 问题 ,并 考虑 动态 控制 器 的 设计 和 次 优 控制 问题 。 近 年 来 ， 
戎 着 控制 理论 的 发 展 ,传统 的 最 优 控 制 理论 也 在 不 断 完善 ,取得 一 些 新 进展 。 本 章 , 我 们 将 对 
最 优 控 制 领域 的 新 成 果 做 一 定 的 介绍 ,包括 不 确定 系统 ,不 确定 时 洪 系 统 的 最 优 控制 问题 以 及 
应 用 LMI 方法 求解 最 优 ( 次 优 ) 榨 制 间 题 的 相应 结果 


6.1 再 论 无 限时 间 LQR 问题 


本 节 的 目的 在 于 指出 2.4 节 讨论 的 无 限时 间 LOR 问题 可 以 转 效 为 图 6.1.1 所 示 的 H, SË 
淮 控制 问题 6 图 中 各 信和 号 的 解释 同 图 4.2.1, 且 G(s) 的 » o 5 
状态 空间 描述 仍 为 式 (4.2.1) ,只 不 过 这 里 所 取 的 系统 eo 
性 能 为 从 w B| z RIEBER H 范 数 。 从 而 ,我 们 
可 以 在 这 种 标准 框架 下 ,求解 H, 最 优 控制 问题 或 H 
次 优 控 制 问题 (其 定义 类 似 于 定义 4.2.1 和 定义 4.2.2， Ki 
具体 见 6.3 节 )。 
考虑 无 限时 间 LQR 问题 。 给 定 线性 定常 系统 Meti REREN a 

£ = Ax + Bu.x(0) = xo (6.1. 
设计 状态 反馈 控制 律 z = Kx ,使 如 下 二 次 型 性 能 指标 

fus NS 2 aT Ru)di (6.1.2) 


取 极 小 值 。 共 中 CT = Qm0 RTT RO. RHA E, i£ DOES d] [0] SERT VLAESS ES 6.1.1 
所 示 的 H, 标准 控制 问题。 
定义 畏 助 输出 信号 
0 
I 
e[2]: [i] 
stb Qi RTASUS .有 的 平方 根 答 隆 (Qir@ - Q RR: = R) AIT 
n 0 J 1 0 
T -([81 514] I MD NT 


J = f ezdi = [7 halar 1:15 
° o 


由 于 取 状 态 反馈 , 所 以 有 = x。 于 是 ,无 限时 间 LOR MER XRRR EDU ds as ERA 
* 193. 


于 是 


A 0 B 


-ie « Gall ea 


y u 
1 9 9 
u = Ky (6.1.4) 
问题 归结 为 ,对 广义 被 控 对 象 (5.1.3) ,设计 状态 反馈 控制 律 (6.1.4) ,使 性 能 指标 
Pdl (6.1.5) 


取 极 小 值 。 
注意 ,性 能 指标 (6.1.5) 为 信号 的 2- 范 数 ,而 非 传 函 ( 阵 ) 的 2 - 范 数 。 如 果 被 控 对 象 的 状 
态 方程 取 为 
r=Ar+Bw+ Ban 
其 中 w 为 单位 脉冲 干扰 信号 (标量 )。 通 过 类 似 的 推演 ,广义 被 控 对 象 的 状态 空间 描述 为 
A B B. | 


19) LJ 
zi= | 192 (6.1.6) 
det e trt 
1 o 9 

性 能 指标 (5.1.2) 变 为 

T= 202004 s 'econcon (6.1.7) 
其 中 (5) 为 式 (5.1.4) 和 式 (6.1.6) 徇 成 的 闭环 系统 的 脉冲 响应 。 

根据 Parseval 等 式 (1.2.12), 式 (6.1.7) 可 表示 为 
sa ë TL Go T, Oia - X meel Tu Ga) TL Gad 
其 中 ToCH w Sz AIMER, WREE EIE E A 
"ES EAIODEREI 

MARAR 6.6. 1 所 示 的 标准 控制 间 题 ,具体 结构 图 如 图 6.1.2 所 示 。 由 图 得 从 o Biz 的 
闭环 传 函 阵 ( 向 量 ) 为 


图 6.1.2 HH 标准 控制 问题 


1 


co p | GE-A- BK)! B, 
RiK 


6.2 Lyapunov 方程 与 H, 范 数 


我 们 在 4.3 节 讨 论 了 Rieeati 方程 (不 等 式 ) 与 HARRER. HAERE HÉRA y 
与 某 一 个 Ricaati 方程 (不 等 式 ) 的 解 的 存在 性 联系 在 一 起 ,并 且 将 H. 范 数 的 计算 转化 为 一 个 
逐步 搜索 过 程 。 与 此 类 似 , 占 范 数 与 Lyapunov 方程 之 间 也 存在 确定 的 关系 ,而 传 酚 阵 的 H, 范 
数 的 计算 直接 由 相应 的 Lyapunov 方程 的 解 来 决定 。 


6.2.1 Lyapunov 方程 


考虑 如 下 形式 的 Lyapunov 方程 
ATX + XA =- CC (6.2.1) 
其 中 A,XER""*".CER"*"。 
[5:8 6.2.1]. 设 4.(i=1,2,…,n) 是 A 的 rn 个 特征 值 。 对 于 任意 给 定 的 C0, 方程 
(6.2.1) 存 在 惟一 解 蕊 的 充分 必要 条 件 为 


ARA ijj = 1.2," n (6.2.2) 
5 HE rr sk (6.2 2) LR, Lyapunos 方程 (6.2.1) 有 惟一 解 的 充分 必 爱 条 件 是 A 的 特征 信 
中 没有 关于 原点 对 称 分 布 的 特征 值 。 


【定理 6.2.1】 设 (C,4) 为 能 观测 , 则 Lyapunov 方程 (5.2.1) 有 具有 正定 解 X > 0 的 充分 必 
要 条 件 为 
Rela (A) <0 i212.".a (6.2.3) 
其 中 4.(4),i=1,2,…,n 表示 A 的 n 个 特征 值 。 
DER] 必要 性 。 设 方程 (6.2.1) 有 正定 解 X » 0, Q v, 是 与 4 对 应 的 特征 向 量 , 则 


Av; = Avi 
由 于 (C,4) 为 能 观测 , 故 Cv; 0(i= 1,2,…，a)。 由 方程 (65.2.1) 得 
—viC Co 2 v! CATX + XA)v, = CA? + Aw? Xv; iztQse.n 
故 
Rei) - OE eo isl. 
SUME. RAULA) <O, i212, n, 
WO) = eA eteut 
则 
EWO) = A wt + WO)A 
对 上 式 两 端 从 0 到 中 积分 ,得 
We - WO = an weis [won À (6.2.4) 
令 


* 19S « 


x = | woar (5.2.5) 
s 


并 注意 到 W(0) = CT C, W( 9) 2 0(A 稳定 ), 所 以 ,由 式 (6.2,4) 利 式 (6.2.5) 可 知 ,X 满足 方 
程 (6.2.1), 且 由 (C,4) 能 观测 性 条 件 得 能 观测 性 Gramian 矩阵 


[etc ea, "Xm 
n 


所 以 ,下 >0s DE 

【定理 6.2.2】 设 (C,4) 为 能 检测 , 则 Lyapunov Jy ë (6.2. D) RU HE SERE X 20 的 充分 
必要 条 件 为 

Relàj(A. «0 — is1,2,",n 

GEM] 必要 性 。 设 方程 (6.2.1) 有 半 正 定 解 X 20, $ v (Eo 1,22... n) RESI AL 相应 的 
特征 向 景 。 

反 证 。 设 存在 i ,使 得 Re ;=>0。 由 (C,4) 能 检测 竹 条 件 , Cy:0。 由 方程 (6.2.1) ,得 

vOTCv = v1 (ATX + XA) Y= (AT + A) vi Xv; =2Re À; Xr; 

由 上 式 ,可 推 得 Rea» 0 B. vi Xv «0. RH X 20/8 HE Rea «0,1512, 

充分 性 。 与 定理 6.2.1 充分 性 的 证 明 相同 ,只 需 注意 

[cenas 证 毕 


由 定理 6.2.1 和 定理 6.2.2 可 证 如 下 一 些 推论 。 
【推论 6.2.1】 对 于 给 定 的 正定 阵 Q > 0,Lyapunov 方 程 


ATX+zxA = - Q (6.2.6) 
HEER X > 0 B9 E^ 32 SR ft N 
Reiai(A)| < 0 F os disc. (6.2.7) 
【推论 6.2.2】 BA, B 2g lE T2 I Lyapunov 方程 
ATX + XA = — BB" (6.2.8) 


有 正定 解 X » 0 的 充分 必要 条 件 为 式 (6.2.7) 成 立 。 
【推论 6.2.3}】 设 (4 ,8) 为 能 稳定 , 则 Lyapunov 方程 (6.2.8} 有 非 负 定 解 X> 0 的 充分 必 
要 条 件 为 式 (6.2.7) 成 立 。 


6.2. H, 范 数 的 计算 


我 们 在 1.2 节 定 义 了 频 域 函数 空间 向 量 的 H, 范 数 。 对 于 稳定 的 传 函 阵 G(:)= CC- 
4) B« DEUS H, 范 数 定义 为 


lGGidi- ab omes G* Go) GGo3 ldo (6.2.3 
MR. T AR UESK CO. 2.9) 8817 UELUT CE, G(s) 必 须 是 严格 正则 的 , 即 G(s) 的 状态 空间 实现 
为 
G(s) = CGE- AY! B (6.2.10) 

或 者 说 ,对 于 给 定 的 0<y< = ,为 了 使 | C( -4) I BiDl;«z«o OR D-9. 

在 时 域 函 数 空 间 中 ,函数 第 阵 的 I 范 数 的 定义 为 式 (1.2.4)。 

【定理 6.2.3] 设 GG € RH, 的 状态 空间 实现 为 式 (5.2.10), 其 中 4 为 稳定 阵 , 则 
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l| GCs) l|} = traee( CECI) (6.2.11) 
这 里 , L. 为 Lyapunov 方程 
AL, + LA" =- BB" (6.2.12) 
的 非 负 定 解 。 
HEB] 因为 
Ce4B :>0 
me t wF. 
GORE- teco [° pei 
由 Pareeval 等 式 (1.2.4) 以 及 矩阵 迹 的 性 质 ( 见 附录 ) A 


LGC) H3 = MAC) 18 = wacel f? ceoBare C't) = 
trace cj e" BB'eh vdiCT| = trace( CL.C") 


其 中 
L, 


L, 称 为 对 (4 ,8) 的 能 控 性 Cromian 矩阵 。 
可 以 证 明 上 式 给 出 的 L. 是 Lyapunov 方程 (6.2.12) 的 解 。 事 实 上 


depth =- ae ppl + ppt AAT 
将 上 式 两 端 从 0 到 四 积分 ,并 注意 到 A 为 稳定 阵 ,得 
- BB" = AL, + LAT 证 单 


= [Tepat a: 20 
0 


类 似 地 ,有 如 下 定理 。 
【定理 6.2.4】 设 GG) € RH, 的 状态 空间 实现 为 式 (5.2.10), 其 中 4 为 稳定 阵 , 则 
l G(s) | = trace( B'L,B) (6.2.13) 
其 中 (C,4) 的 能 观测 性 Gramian 矩阵 
= un 
L, = in et C Ced: 
为 Lyapunov 方程 
ATL, + LA =- CC (6.2.14) 
BENER. 
定理 6.2.3 和 定理 6.2.4 给 出 了 计算 H 范 数 的 方法 。 首 先 求 解 线性 矩阵 方程 式 (Lya- 
punov 方程 ) (6.2. 12) 85 (6.2. 14) ,然后 按 式 (6.2.11) 或 式 (6.2.13) 计 算 传 函 阵 的 H, 范 数 。 可 
见 , 相 比 厄 。 范 数 的 计算 ,H, 范 数 的 计算 要 简单 得 多 。 


6.3 基于 Riccati 方程 的 输出 反馈 解 


6.3.1 基于 Riceafti 方程 的 输出 反馈 解 


第 二 章 讨论 了 LQ 状态 反馈 、 答 出 反馈 最 优 调 节 器 问题 ,得 到 了 静态 最 优 控制 器 的 设计 方 
法 ,但 没有 考虑 动态 控制 器 设计 和 问题 和 次 优 控制 问题 。 
Dag 


ERER 6.1.1 所 示 的 标准 框架 下 ,采用 Riccati 方程 方法 ,求解 D, 最 优 控 制 输出 反馈 动 
态 控制 器 和 # 次 优 控制 输出 反馈 动态 控制 器 设计 问题 。 设 图 6.1.1 中 广义 被 控 对 象 6 的 状 


态 空间 实现 为 
A B, B, 
G(s) = |: 0 Do 


€; Dy 0 


(6.3.1) 


如 下 赫 设 条 件 成 立 : 
(AD (A,B ERE, (C AREN 
(A) (A, BERGE (C, AD ERN. 
(A) Db[C; Cul-[0 rJ). 
B. 9 
(A) [5,] s= U]- 
关于 上 述 假 设 条 件 的 讨论 与 解释 , 见 第 四 章 的 相关 内 容 , KERES. 
[定义 6.3.1] 0H; 最 优 控 制 问题 ) 求 一 正则 实 有 理 控制 器 ,使 图 6.1.1 所 示 闭环 系统 
内 稳定 , 且 使 从 w 到 z 的 闭环 传 函 阵 T,(s) 的 H, 范 数 达 极 小 , 即 
min || TG) ll; (6.3.2) 
DEX 6.3.2) m 次 优 控制 问题 ) 给 定 y> min)| Tuls) 上 2, 求 正则 实 有 理 的 控制 器 
趟 ,使 闭环 内 稳定 ,有 使 
| T^GMla < y (6.3.3) 
我 们 把 上 述 两 个 定义 给 出 的 H, 最 优 与 次 优 控制 问题 ,统称 为 H, 标准 控制 问题 ,并 且 , 可 
以 分 别 得 到 B, 最 优 和 H, 次 优 控制 问题 的 解 。 这 一 点 与 H. 标准 控制 问题 是 不 同 的 。 
下 面 在 假设 (A,) ~ (As) 下 ,求解 以 上 两 定义 给 出 的 H, 最 优 和 次 优 控制 问题 的 动态 输出 
反馈 控制 律 x = KK(s)y。 为 此 ,首先 定义 如 下 两 个 传 函 阵 


aj A + B;F; a [te PERO 
C, *DyF, Ü I 0 
其 中 Fs - BIXZ Ly = - Yx CZ, X20. Y, >0 分 别 为 如 下 两 个 Riccati 方程 
ATX; + XA - KBIBIX + CIC I = 0 (6.3.4a) 
AY, + YAT— YCIC Ys + B BT = 0 (6.3.4b) 


的 解 (由 假设 (Al) (Aa) 和 定理 4.3.1, 此 两 解 必 存在 ) 。 

DER 6.3.1]. H, 最 优 控制 输出 反馈 惟一 最 优 解 为 

aj 

F, 0 
并 且 有 min || 6,6) |2= | GB, |2+ i FG l= GS I3 l C GS RP ASA 
HF, LzC;, X. 20, Y,>0 H Riceati 方程 (6.3.4a) 和 (6.3.4b) 给 定 。 

类 似 于 定理 4.5.3, 可 以 给 出 定义 6.3.2 中 的 H, 次 优 控制 问题 的 所 有 解 的 集合 (参数 化 
形式 解 ) 。 

【定理 6.3.2】 H, 次 优 控 制 问题 的 所 有 解 等 于 图 6.3.1 中 从 y 到 uu HEERES, 
P Q(s)C R, | 2C) |2< 2 - | GB i+ I PsGr13。 4 的 状态 空间 实现 为 
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K(s) = (6.3.5) 


Âr L B, SS a sasan 3 
Ms)=|-F, 9 -I y 
2 (s) 2 Li P 
C 1 0 [73 


以 上 结果 中 ,如 令 参 数 QU) = 0, 则 得 到 定理 


6.3.1 中 H, 最 优 控制 器 (6.3.5)。 


定理 6.3.1 和 定理 6.3,2 的 推导 过 程 完全 平 
行 于 定理 4.5.2 和 和 定理 4.5.3, 可 见 文献 [42]。 


最 后 ,我 们 指出 , 式 (6.3.5) 的 H RREME AEII ENRERE 


KGOW Sin F 893638 00835 2 z 
£= AZ Byus LCC - y) 


u= Fx 


Jic z Ex 的 最 优 估计 。 类 似 于 4.5.3 小 节 的 分 析 , 这 种 H, 输出 反馈 最 优 控制 器 具有 结构 分 


ARE. 
6.3.2 同时 H, 控制 器 参数 化 


4.5.3 小 节 根 据 单 目标 上。 控制 器 参数 人 结果 ,得 到 了 满足 HL VERE RU TIRE BUE FE ERR 
数 化 公式 。 同 样 ,根据 定理 6.3,2 的 单 目 标 H, 控制 器 参数 化 结果 .可 挫 得 满足 H, 性 能 的 河 
时 第 定 控制 器 参数 化 公式 。 首 先 将 定理 6.3.2 的 参数 化 结果 转换 到 频率 域 ,类 似 于 4.5.3 小 


节 的 推演 ,我 们 有 以 下 结果 。 将 图 6.3.1 中 传 函 阵 M, IHR HEEL 
Mi Mi 
上 -四 -le ull 


Mis - BIX,GE- A Y, CT, ME = BIX,(sr- Â,) ~? B, - I 
M)= ~ C,(T- À.) TCI + 1, M4 = GGE LÀ 7 B; 
TEA y E] u 0942 8 EE; 
K(s)= Gos) =- M+ MOU - Mi0) MI 
【定理 6.3.3】 (1) M53(5).M3(s) 8352655 35BE, 
《2) 广义 对 象 6 的 满足 性 能 指标 (6.3.3) 的 镇 定 控制 器 的 集合 为 
S:(K) = {Kk(Q)= (M+ MO) - Mig) M3! QE nm. o loe - 
CI Gas li | - BIX,G 1 D .4e(I- MIQ) 0} = 
IK(Q)= MU - oM) 'UM1+ eMDIOC RI, | olli«y- 
Cl GB lie 1 - BiX;G,| f de - QM) #0! 
其 中 MI、M3、M3 和 MS 如 式 (6.3.6) 所 示 , 而 


WB: = MMI M3 = Mi- MiMI Mi 


并 可 求 得 


1 


M = MY MB = M} - MIMI M} 
X; Y, 28 Riceati 方程 (6.3.4a) 和 (6.3.4b) 的 解 。 
根据 上 上述 定理 ,可 给 出 1+1 个 广义 对 象 的 同时 H 控制 器 参数 化 公式 。 


(6.3.6) 


(6.3.7a) 


(6.3.7b) 


(6.3.8) 
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【定义 6.3.3]( H, 性 能 ) 同时 镇 定 H, 范 数 性 能 指标 为 


Le edge {6.3.9) 
其 中 7 为 第 7 个 广义 对 象 G 的 从 wj 到 二 的 闭环 传 函 阵 ,0< y€ Re 
【定理 6.3.4】 1+1 个 广义 对 象 GG =0,1,…, 了) 的 清 足 性 能 指标 (6.3.9) 的 同时 镇 定 控 


制 器 的 集合 为 
SICK) = {Ko QO)! = (WE + MPO U - MP Oo) MPLQE Al 
A=] Ris, il Qo l3" - I Gul l+ 1 - ESSO 
de(4 - MPQU «0,8 30€ RA, | g;ll« ? - CIEL GB, l3 
| - BIXA; Gy ED de(1 - MY QD 20,5. t. Ty = T1, + Qo Tu + 
@ TQ 3 0,j2 2,7, (6.3.10) 
其 中 取 Go 为 主 对 象 , Ko 为 主 控制 器 ,而 
Ty = HPMY - MI My Tu = MP MY + MP MY MY 
Ty = MPME + ME MY MY, Ta; = MPMP MD -MPMI MY 
上 述 结 洒 的 具体 应 用 类 似 于 4.5.3 小 节 , 可 参阅 重 4.5.2。 


6.4 基于 LMI 的 输出 反馈 解 


上 节 的 定理 6.3.2 给 出 了 基于 Riecati 方法 的 输出 反馈 H, 次 优 控制 器 解 的 集合 , 即 
K(s) = LFIOM; Q) (6.4.1) 
本 节 我 们 利用 上 述 结 时 ,推导 基于 LMI 方 法 的 输出 反馈 H, 次 优 控制 器 的 设计 方法 。 
设 图 6.1.1 中 广义 对 象 6 的 一 个 实现 为 


A B: B. 

Guals) Gols) | Dad 

ee [m o E GiDo Ds 
aG 

e UM le Da 0 


RE: 

(B) (A,B DEEE. 

(B) (Cs,4) 能 检测 。 

(B) Du- DaD Di Dš Dx = 0ç 其 中 4* 为 4 的 Moore-Penrose 广义 逆 , 具 有 如 下 性 
IR AA* A- A,A* AA* - A* (AA)! - AAT L(A* A)' S AYAQ 

假设 (B1) (B2) 是 保证 闭环 系统 内 稳定 的 必要 条 件 。 假 设 (Bi) 是 H. 问题 可 解 性 的 必要 条 
件 , 即 ,为 保证 H, 范 数 是 有 限 的 ,闭环 传 函 阵 中 的 直接 传输 项 必须 等 于 等 ( 见 本 节 最 后 的 讨 
论 )。 除 此 之 外 ,我 们 不 做 任何 其 它 的 假设 。 

图 6.1.1 中 从 w 到 z 的 闭环 传 函 隆 为 

Gu = LFT(G,K)= Gia + Go(E- KG) KGa 
当 K(s) 的 状态 空间 实现 取 为 
K(s)=[Ax, Bi, Cr, Dg” 
时 , 则 分 别 写 出 G(s) 利 有 (s) 的 状态 方程 表达 式 ,不 难 推 得 6, 的 状态 空间 实现 
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; B, + 吾 2DkD2) 
| Bos. 
C, + DaD G, DC. n + Din DD 
根据 定理 6.3.2 4E IE (B) (B) T , G 的 所 有 H, 次 优 控制 器 由 一 稳定 的 参数 阵 QUUD 
所 参数 化 ,如 式 (6.4.1), 设 Q(s) 的 状态 空间 实现 为 
@(s)=[Ao,Bo, Co, Do] 


(6.4.2) 


则 EK(s) 的 实现 为 


Ao BoCa Bo 
K(s) = | BCo A + B,D,C; + B;F; + LC; | L, + aa (6.4.3) 
d pre ug i 
于 是 ,Go 的 一 个 实现 为 
. Gua = [A B, C, De] (6.4.4) 
其 中 
A BF, -BCo - B,(F, + DoC,) 
A. = | 9 Ag BoC | (6.4.5) 
0 0 A + L,C, 
B, - B,DD,, 
| BoDa | (6.4.6) 
Bı + L; D> 
C, = [C , + DoF, -Doce - Dx( F, + DC) (6.4.7) 
D, = Du - Do DoD (6.4.8) 


Cn 的 实现 (6.4.4) 是 将 式 (6.4.3) 代 人 式 (6.4.2), 然 后 ,对 式 (6.4.2) 的 A B. C 矩阵 ,做 非 奇 
异 线性 变换 T'AT, TB, CT, AP 


100 
zl 9 了 ° 
-10 1 
而 得 到 的 、 


F 述 引 理 给 出 了 万 范 数 的 状态 空间 性 质 ,这 些 性 质 是 构成 H, 次 优 控制 问题 的 LMI 方 法 
ipu. 
195138 6.4.1]. 如 下 命题 等 价 ， 
(1) A 是 稳定 的 ,是 | C-A) UB I, < ye 
(2) 存在 矩阵 X - XX" > 0, 使 得 
XA « A'X « CC «0 (6.4.9) 
trace( B' XB) < y? (6.4.10) 
(3) FEER X - X',W- W', 使 得 


XA. A'X CT 
^ B «0 (6.4.11) 
w B I 
[; E >0 《6.4.12) 
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traceW < 7? (6.4.13) 


【证 明 】 《〈D 一 (2)。 如 果 (1) 成 立 , 则 存在 充分 小 的 e > 0, 使 得 当 C 扩张 为 [CT e217 
时 


«Y 
2 


[Ser os 


仍 成 立 。 将 定理 6.2.4 应 用 于 该 新 系统 ,我 们 有 
XA+ATKI+ICC=-el<0 
trace( B'XB) < Y? 
HÈ X= XOR. BOURGEdEBRGESOR MOL. XRRR MWFEAR v0, RE Xe 
0。 将 方程 (6.4.14? 两 端 分 别 左 乘 vT, GR ,得 到 pTCTCy < 0, 矛 盾 ， 因 此 ,X > 0. 
(2) => (1). 3838 Lyapunov 稳定 性 理论 ,方程 (6.4.9) 有 正定 解 在 >0 隐 含 4 是 稳定 的 。 令 
蕊 是 由 下 式 定义 的 矩阵 


(6.4.14) 


XA « ATX + CC « - C'C«0 
应 用 定理 6.2.4, 48 8] 
| 


[S] cr ntn e 


BE, E CGE- A) IB], « vs 

(0*9 (3). 方程 (6.4.9) 和 (6.4.11) 之 间 的 等 价 性 是 Schur 补 引 理 的 直接 结果 。 而 甘 , 方 
程 (6.4.10) 等 价 于 方程 (6.4.13) 和 W - B'YB >0。 最 后 ,W- BTIXB >0 和 三 >0 等 价 于 方程 
(6.4.12). dr 

[51:2 6.4.2]. 考虑 线性 矩阵 方程 

D+AXB =0 
(1) 上 述 方程 有 解 大, 当 且 仅 当 
D-AA" DB B= 0 
(2) 参数 化 形式 的 所 有 解 为 
X= -A* DB: + S- A* ASBB* 

其 中 5 HRERS, 

F, 4048088128 6.4.1 给 出 的 H, 范 数 的 LMI 性 质 来 求解 H, 次 优 控 制 问题 。 

【定理 6.4.1]. 假设 (BD) (RIO Bore 

O) H, 次 优 控制 间 题 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 存在 逢 阵 X= XT M Y = YN RW = WR 
得 如 下 方程 (不 等 式 ) 成 立 


Du + Do RD, = 0 (6.4.15) 
AX + B;M + (AX + B,M)! (CX 4 DS M)! 
«0 (6.4.16) 
CiX + DaM - 


1 
e + NC + YA + NC, (C. + 2 i 
< 
I 


(6.3.17) 
C, + Dy RC, s 
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w (B, + B,RD,)' (YB, + ND,)' 


B, + BiRDa x 1 > 0 (6.4.18) 
YB, + ND» 1 Y 
trace W < y? (6.4.19) 
(2) 3E At (6.4.15) ~ (6.4. 19) HLSERE, m, 次 优 控制 器 由 下 式 给 定 
K(:) = (Ak, Bg, Cr, Dy) (6.4.20) 
其 中 
D,-R 


Cr = ~ DC + MX `! 
Byz B,Dy- Z ` (XN - B, Dz) 

Ak A + B,D.C, + B,Cr- BC; + J 
J-Z"|(AX + BM) e XCA + BDC)" + 
X(C + DAD,CY (C, X + Dn M)| X^! 

Z-XY-I 


(6.4.21) 


注意 , 方程 (6.4.15) ~ (6.4. 19) ERAH, XE — 65 ELAR Riecoti 方程 是 不 
同 的 。 

【证 明 】 充分 性 。 设 方程 (6.4.15) ~ (6.4.19) 成 立 。 我 们 将 证 明定 理 中 所 给 定 的 控制 器 
SUE G RARE D G. GO io < y; 

为 表达 简洁 起见 ,我 们 定义 如 下 记号 


Ar Bir A+BRO B+ BRD, 
[ e [ ] (6.4.22) 
C, 0 Cie Dy RC; o 
bà 2 | AT+ BAM YA+NC, | (6.4.23) 
Z, Ed [CX+DoM YB. + ND 
由 条 人 性 (6.4.18) ,我 们 有 
X Id 
| ]» 
1 Y 


上 式 等 价 于 
X»9,X^Z520 
所 以 , 式 (6.4.21) 中 的 各 方程 有 定义 。 对 于 式 (6.4.20) 的 控制 器 , Gu 的 实现 由 式 (6.4.2) 给 
定 。 将 式 (6.4.21) 代 入 式 (6.4.2), 并 对 式 16.4.2) 的 A B C ERREN ER 
r-[' 9 
1I 
我 们 得 到 


Ga > | A, B. C.) 


其 中 
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A. = 


p a C: B;Cy E 4s] 
J A*B,D4C;-B,C4* J! lAn Án 
Aa mi Kt 
Ab=2 X 7'- Ag 
An= Z (E + XA} + XCIE X^! 
Ag2Z^ (E + XXX - AX + XAR + XCLE X^! 
B, + B,D,D:, jel Bu 
ZB - XE) 
C,2[€,* Da DC++ DaCxk Ds Ckl-[ESX^ XX- Cig] 
因此 ,为 证 充分 性 ,我 们 只 需 证 明 4。 是 稳定 的 , 且 
EG GOL = IL C GE- AD B. lav 
根据 引 理 6.4. 1, 3E P 50(6.4. 15) ~ (6.4.19) 的 条 件 , 等 价 于 证 明 存 在 X, = X1» 0, 使 得 


B.- 
~ B, ~ B.DrDa + DrDa 


X, x, ct 
°| PLE ME (6.4.24) 
Ë; -a4 
W BX, 1 oW Bir o 
dE XB, X, ]- [o xls ui 0 xi^? 649 
令 Bx、 四 y、 中 ty 分别 等 于 式 (6.4.16) ~ (6.4.18) 的 左 端 。 
我 们 将 看 到 
X, = block ~ diag[ X XZ > 0 (6.4.26) 


即 为 这 样 的 矩阵 。 事 实 上 ,将 AC X, 代入 式 (6.4.24) ,经 简单 的 运算 可 得 
x? 9 OE+B Zica& -Bx x o 
| ' I i 
0 0 -I 


=| x” or Ol| CE E+E Cir 
cl 
Ta <0 
v 


o o -Il -5 Cir -I 
县 容易 验证 如 下 方程 成 立 


Hrs ea X 
1+5) DICin 1 2; 
= rif 


Ciez E+E} Chh 0 


-£z, [m t 


其 中 


T= 


n 
onoo 
meoo 


E 
因此 ,我 们 得 到 p. < 0。 类 似 地 ,@es 可 被 表达 为 
w BIX?  BhXC- EN 
O,-| XB x^ 0 = TYT, >0 
X'BI-2 0 xz 
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其 中 


所 以 充分 性 得 证 。 

必要 人 性， 考虑 Go 的 状态 空间 实现 (5.4.4) ~ (6.4.8). 

由 假设 (B) 和 (B2), 行 在 F L IEI A + B,F 和 A + LC, 是 稳定 阵 。 设 KOŽ H, 次 优 
控制 器 , 则 K(s) 必 由 式 (6.4.3) 纵 定 ,其 中 Q(s) 是 稳定 的 。 因 此 ,Gw 的 状态 空间 实现 (6.4.4) 
~《6.4.8) 中 ,4。 必 稳定 , 且 有 

IG, llis I C(s- A.)7'B, + D. |; < y 
为 保证 H, 范 数 有 限 , 必 有 D. =0, FHI 6.4.1, 必 存在 天 = XT, W = WT, 使 得 


X D T 
| pod: | «0 (6.4.27) 
C, -1 
w B 
中 > (6.4.28) 
B. X; 
trace W. < y (6.4.29) 
式 (6.4.15) 的 证 明 dXX (6.4.8) PE X. 
R =- Do (6.4.30) 


并 利用 D. =0, 即 得 式 (6.4.15)。 
式 (6.4.16} 的 证 明 ”根据 式 (6.4.28), 我 们 有 Xe = XT» 0. Hi bolck-diag[ X7! TÆR 
右 乘 式 (6.4.27) 的 两 端 ,得 到 


AX;' + XDAT Xoel 
| cx LE ] «0 (6.4.31) 
按 4。 将 Xo!' DRH 
Xa Xi XÀ 
| X» s X; 20 (6.4.32) 
Xa Xn Xs 
并 定义 
X = X. > 0 
M = FX ~ CoXy - (F + DoC;) Xy (6.4.33) 


Ja a FERME 093538 22 38 80 6 C(6.4. 32) , BE 2958(6.4.16). 
式 (6.4-17) 的 证 明 定义 变换 阵 


了 0 了 
"| 1 J 
900901 
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9 Ag BC; 


n - B,C PE T 
0 0 A + LO, ] 


G-CT-lC*Da4F -Dace Ci-Dapocz] 
X.= r'x.r 
B block-diag( T, 1 802 0 $6 RE 26 383045 S (6.4.27) ,得 
a AX, il 
& 


«0 (6.4.34) 


按 4. 8 X. DAA 
Ya Yh Y 
Ë Yn i|- X, > 0 (6.4.35) 
并 定义 
了 = Ya 
N = YsL + Yx Bo — YlL + B;Do) (6.4.36) 
Riin Fg dt g. 
0601 °] 
0001 
左 乘 和 右 乘 式 (6.4.34) ,并 做 蔡 换 Do = - R, BHR CO 4.17). 
式 [6.4.18] 的 证 明 注意 到 [YY Yn Ja]=[f9 0 1)XT^ AERE, B XS 


= TŽ T 0 ux (6.4.32) 80k (6.4.35) 94. 


1 Ya 
LO 0 i Xa 4 a 
[ ] ° Y} = [ IE 9 (6.4.37) 
Yu Yo Yn- Ya E Ys 
9 Os - Ya)". 
[Ya Ye Yy- Yy]B, = X, 
用 如 下 算 阵 和 它 的 转 置 
1 0 0 0 3 
° 1 0 9 


9 Ya Yy Ys-Ys 

ERRER C (6. 4. 28), PAAS (6.4. 302, (6. 4. 32) (6.4. 36) RIF (6. 4. 37), Bl fo 
(6.4.18). dide 

由 于 在 定理 6.4. 1 中 包含 有 条 件 (6.4.15) BER RR ET ftr A (EU E EE PEG BE S SEGIC FE 
的 推论 将 式 (6.4.15) 消 掉 , 从 而 得 到 以 LMI 形式 给 出 的 问题 的 可 解 性 条 件 ， 

【推论 6.4.1】 WOOD - ( 耻 ) 威 立 , 并 定义 

È, = BL - DbDu),B, = B, ~ B, Dh D,D} Dy 
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€, = (1 - DaDh)C,,Ó, = C, - Do Dh Du Dà C, (6.4.38) 
(1) H, 次 优 控制 问题 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 存 在 天 = XU, M, Y= YN, R, W= W", 使 得 如 
下 不 等 式 成 立 


AX + B,M + (AX + B,MY (C,X + DM)” 
«9 (6.4.39) 
CX + DoM d 
(YA + NC" + YA + NC, (C, + DS RC 
| 二 1 12. MPO (6.4.40) 
€, - Da RC; F 
w (B, + B;RD.)' (YB, + ND4T 
Ê, + Ê,RDy X I >0 (6.4.41) 
YB, + NDs r Y 
traceW < y? (6.4.42) 


(2) 当 条 件 (6.4.39) ~ (6.4.42) 成 立时 , H, 次 优 控制 器 K Ce) 0 35 (6.4.20) RISE (6.4.21) 

给 定 ,其 中 将 Dx = R Bul 
Dy = - DisDii Dh + R - D5Do RD DA (6.4.43) 
DEA] 根据 引 理 6.4.2, 所 有 满足 Da + Do RD. = 0 H R IE S E k s 参数 化 为 
R= - D> Du D3 + S- Dh D: SDa Dš, 

将 该 式 代 人 定理 6.4.1, 基 于 假设 (9a) ,并 将 S HR R, DHEER LI 

推论 6.4.1 以 LMI 的 形式 给 出 了 H, 次 优 控制 问题 的 可 解 性 条 件 , 并 给 出 了 相应 的 动态 控 
制 器 的 设计 公式 。 与 上 节 的 Riccai 方法 相 比 较 ,LMI 方法 可 对 n, RES y 进行 优化 。 

Bii , 我 们 再 对 假设 条 件 (B,) 做 些 讨论 。 式 (6.4.2) 中 , 传 沙 阵 Gu 的 直接 传输 项 为 

Dui + Du DiBa 

将 式 (6.4.43) 的 Dx 代 人 工 式 ,并 利用 假设 (Bs), 则 得 G,, 的 直接 传输 项 等 于 零 ,从 而 保证 了 
l Gu ifo 


6.5 不 确定 系统 的 保 代 价 控制 


我 们 在 第 二 章 中 讨论 了 确定 性 系统 的 线性 二 次 型 最 优 调 节 器 问题 。 当 系统 模型 中 存在 参 
数 不 确 定性 时 ,相应 的 线性 二 次 型 最 优 调节 器 问题 称 为 保 代价 控制 {Guaranteed Cost Control) [el 
题 。 
本 节 介 绍 保 代价 控制 的 Riccati 方程 方法 。 
考虑 如 下 不 确定 系统 
x(D = (A+ DAGJE Drit) + (B + DjA( DO E) ult) (6.5.12) 
x(0) = xo (6.5.1) 
HP r€ R. ERS, u ER 是 控制 输入 ,而 AOO RRE AUA < 了 的 时 变 不 确定 参数 拭 
隆 。 与 上 述 不 确定 系统 相关 的 代价 函数 为 
rE MEGLE + uU) Ratt) ldi (6.5.2) 


其 中 加 权 阵 R >0 8 8,50. 
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【定义 6.$.1】( 保 代价 控制 ) 控制 律 u = Kx CORO REOR (6.5 1) FUGA ER (6.s.3) 
的 具有 代价 和 矩阵 P > 0 的 二 次 保 代 价 控制 ,如 果 
x'[R, + K'R.K]z + 2x" P[A + DIA(El+ E,K) + BK |x < 0 (6.5.3) 
HEARE x€ R" 和 所 有 满足 4&T4< 了 的 4 成 立 。 
该 定义 与 前 面 给 出 的 不 确定 系统 的 二 次 稳定 和 二 次 镇 定 的 定义 间 的 关系 由 如 下 定理 给 
出 。 
【定理 6.5.1】 考虑 系统 (6.5.1) 和 代价 函数 (6.5.2)。 设 控制 律 a (O = Kx (1) 是 二 次 保 
代价 控制 , 则 闭环 不 确定 系统 
FU) = [A+ DiACD(B + EK) + BEzCD ADAG) < (6.5.4) 
是 二 次 称 定 的 ,而 且 , 相 应 的 代价 租 数 (6.5.2》, 对 所 有 人 允许 的 不 确定 性 AO), AI J= xÇ Pxo。 
反之 ,如 果 存 在 控制 律 x(1) = Kx(4) ,使 得 导致 的 闭环 系统 (6.5.4) 是 二 次 稳定 的 , 则 对 所 
HEER R 和 R, HERRERA ERMER Poo 的 二 次 保 代价 控制。 
DER] WREKE u(t) = 三 (4#) 是 具有 代价 矩阵 P > 0 的 二 次 保 代 价 控制 , 则 根据 式 
(6.5.3), 有 
x'([A + DACE, + E.K) + BK'P + PLA + D A(EÉ,+ E,K)+ BK1)rz «0 
对 所 有 r= 0 和 满足 ATA < 了 的 4 成立。 因此 ,由 不 确定 系统 二 次 稳定 的 定义 (定义 4.6.1)， 
闭环 不 确定 系统 (6,5.4) 是 二 次 稳定 的 。 现 在 ,定义 
V(x) sa! Pr 
对 于 闭环 系统 (6.5.4), 和 根据 式 (6.5.3) ,有 
IDRC) s Hu) - VG) 
对 上 式 从 0 到 中 积分 ,得 到 
jitecomsco + T (RS nG2]d < YGy) — V(z(=)) 
我 们 已 经 证 明 闭 环 系 统 {6.5.4} 是 二 次 稳定 的 ,因此 ,r(o)=10。 于 是 
Js V(xo) = zü Pxo 
反之 ,如 果 存 在 控制 律 &(:) = Kx C) ,使 得 导致 的 闭环 系统 (6.5.4) 是 二 次 稳定 的 , 则 存在 
EBE P>0 和 常数 e >0, 使 得 
ex CR, + KT'R,K)x +2x°P[A+DIAC(E + E,K) + BKlr<O 


对 所 有 非 零 *ER 和 所 有 满足 47A 了 的 A 成 立 。 于 是 ,此 控制 律 是 其 有 代价 矩阵 P- le 


的 二 次 保 代价 控制 。 证 
现在 ,我 们 基于 Riceati 方程 方法 来 构造 二 次 保 代价 控制 器 。 
【定理 6.5.2】 设 存在 常数 e > 0. 使 得 Riccari 方程 
(A - B(cR, + ETE) EJE P + P(A - B(eR,+ EIE)" ETE + PD DEP - 


3 


EPB( eR, + ETE)! B'P + ieu -EleR,+ ETE ED E + RI=0 


(6.5.5) 
，208 ， 


RER P>s0,3 F rtt F rei 
u(t) =- (eR, + ETE) GBTP + ESEOx(D (6.5.6) 


则 给 定 任意 3 > 0, TER P» 0, P< P< P+ 并, 且 式 (6.5.6) 是 系统 (6.5.1) 的 具有 代 
dris Pr 关 的 二 次 保 代价 控制 。 
反之 ,给 定 任意 具有 代价 矩阵 P o0 的 二 次 保 代价 控制 ,存在 常数 C > 0, 使 得 Riccati 方程 
(6.5.5) 其 有 稳定 解 P+ > 0, 其 中 P+ < P, 
GER] 为 了 证 明定 理 的 第 一 部 分 , 令 控制 律 x(1) = Kx(t) 由 式 (6.5.5) 和 式 (6.5.6) 定 
义 。 如 果 我 们 定义 
A =A + BK, R, « eR, + ETE; 
则 根据 式 (6.5.5) ,有 
A7TP+ P Á +ePB Ë; 'BTP + ePD, DTP + teju- E,É; EDE,- R, =0 
经 代数 运算 ,可 以 证 明 上 述 方程 等 价 于 Ricci 方程 
区 ePD,DIP + LETE + R = 0 
其 中 五 = E, +E,K.R R.K BK. 
4 P= eP, N P WE. Riccati 方程 
ATP + PA + PD DIP + E'Es cR «0 
因此 ,给 定 任意 常数 c€ (0,e), 有 
ATP + PA + PppiP EE, e R «0 (6.5.7) 


HE SEEE 9 > OWH eC (0.0, MER B- S p- LPS PREDA P+ 1, B 
TET 


据 式 (6.5.7) ,五 满足 如 下 不 等 式 
Ewa PA + eBD DTP LEE + R «0 (6.5.8) 
' 


TE VÉCRUHI URB EOS S6300(6.5.8)8Ë k (6.5.3). SESE E ,给 定 任意 允许 的 不 确定 扼 陈 A, 
根据 式 {6.5.8) 和 引 理 5.6.1(1) ,可 得 
(A+ D.A EY P + PCA + DA E) + R c ATP + PA +e Po DEP LE'E+R<0 

这 就 完成 了 定理 第 一 部 分 的 证 明 。 

定理 第 二 部 分 的 证 明 可 参 阅 文献 [89] ,此 处 从 略 - 证 些 

综合 以 上 定理 和 定理 6.5.1, 我 们 看 到 , 如果 Riccati 方程 (6. 5.5) 有 和 解 P > 0, 则 控制 律 
(6.5.6) 所 导致 的 闭环 不 确定 系统 (6.5.4) 是 二 次 稳定 的 ,并 且 代 价 函 数 (6.5.2) 的 闭环 值 ,对 
所 有 xE R' 和 所 有 允许 的 不 确定 性 A(z) ,有 界 Jael Px。 

关于 Riceati 方程 (6.5.5) 中 最 优 参 数 s 的 选择 ,有 类 似 于 定理 4.3.12 的 结果 ,有 具体 可 见 文 
ARUBO 的 定理 3.2, 
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本 节 将 上 节 研 完 的 不 确定 系统 的 保 代价 控制 推广 到 不 确定 时 语系 统 ,并 且 在 处 理 问 题 的 
方法 上 采用 M 技术 ,以 克服 Riccati 方法 难于 对 代价 函数 的 上 界 进行 优化 和 其 它 一 些 


缺点 [9] 。 
考虑 如 下 不 确定 状态 时 潍 系 统 
x5)=[AtAAC) Tr +A, +AA lx- d) + [B+AB()] u(t) (6.6.1a) 
xlt) = b(t),t € [- 4,0] (6.6.1b; 
设 参数 不 议定 性 是 范 数 有 界 的 , 且 具 有 如 下 形式 
[AA AB AAJ = DFG)E, E, E,] (6.6.2? 


其 中 D.E,.E, 和 E, 是 具有 适当 维 数 的 已 知 常数 阵 , 代 表 不 确定 性 的 结构 ,F(1)E R' "7 是 未 
知 矩阵 函数 ,其 元 未 Lebesgue 可 测 , 且 满足 
F'G)F(:) < I (6.6.3) 
与 系统 (6.6. 1) 相 关 的 代价 画 数 为 
1 = [OQO + aT Re (DJ (6.6.4) 
其 中 QUE R 是 已 知 正定 对 称 阵 。 

【定义 6.6.1j( 保 代价 控制 ) 考 虚 不 确定 时 洁 系 统 (5.6.1), 如 果 存 在 控制 律 a" (1) 和 正 
标量 J" ,使 得 对 所 有 人 允许 的 不 确定 性 ,闭环 系统 是 稳定 的 , 且 代 价 函 数 (6.6.4) 的 闭环 值 满足 
Jal ,如 称 产 是 一 个 保 代价 ,而 称 a" (4) 是 不 确定 时 洛 系 统 (6.6.1) 的 保 代价 控制 律 。 

下 面 ,讨论 不 确定 时 湾 系 统 (6.6.1) 的 无 记忆 状态 反馈 保 代价 控制 律 a(s) = Kr(:) 的 设计 
问题 。 首 先 给 出 不 确定 时 沾 系 统 (6.6.1) 匹 记忆 状态 反馈 保 代价 控制 律 存 在 的 一 个 充分 条 件 。 

[定理 6.6.1】 u(i) = 本 (9 是 一 个 保 代价 控制 律 ,如 果 存 在 正定 对 称 阵 P, SER", E 
得 对 所 有 清 足 式 (6.6.3) 的 不 傅 定 矩阵 F, A 

z P(A, + DFE,) 
<0 (6.6.5) 
(A + DFE,P -8 
其 中 
E = Q+ KTRK+ S + PLA + BK + DFCE, + ESK)] + 
[A + BK + DF(E, + E,K)]T P. (6.6.6) 
DEBI 将 uli) = 应 (4 代入 方程 (6.6.1) ,得 闭环 系统 为 

X() = [A + BK + DF(E, + E;K)x (0 4 (A, + DFEg)xli - d)) (6.6.7) 

设 存在 对 称 阵 P > 0,5 >0 ,使 得 矩阵 不 等 式 {6.6.5) 对 所 有 区 许 的 不 移 定 性 成 立 。 定 义 
VG) = PCD + [ CO Se Ode (6.6.8) 


M) VC ) 沿 闭环 系统 (6.6.7) 的 任意 解 轨 迹 的 导数 为 
Lxist) 21 G) PLA+ BK + DF(E + E,K) x Ci) «2x (2) PCA + 
DFEQ)x(t- d) «x GO Sx() - x'(1 - d) Sx(t - d) = 
x() JE - @- K'RK aei rü) 
P (A, + DFEV P 28 xG-d) 
` 210. 


其 中 五 由 方程 (6.6.6) 给 定 。 不 等 式 (6.6.5) 隐 含 
Lxist) < x'(0(- Q - K'RK)x(t) «0 (6.6.9) 


因此 ,由 Iyapunov 稳定 性 理论 ,闭环 系统 (6.6.7) 是 渐 近 稳定 的 。 对 式 (6.6.9) 两 器 从 0 到 了 积 
分 ,我 们 得 到 
- ATUM YERDz0Dd > x"(T) Ps) ~ xO) Pr(0) + 


J? END sse)ar = f a) szt) 
d E 


由 于 闭环 系统 (6.6.7) 是 渐 近 稳定 的 , 当 T— x Bf 
aT (T)Pz(T)—0 


T 
Í x'(r)Sr(z)dze—0 
Td 


因此 ,利用 初始 条 件 (6.6.jb) ,我 们 得 到 
[or KTRK)xCOdt < PCO) POCO) + P scosscoae (6.6.10) 


E: 
J = OP < [° ecosicoe 


则 由 定义 6.6.1 ,定理 的 结论 成 立 。 uU 
FAEN E3EXE ERA Ui 04 FIC UE EE fel 88 e e 026 2 RIEF LMI 的 可 解 性 。 我 们 需 
要 如 下 引 理 。 
【 引 理 6.6.1j50 给 定 和 具有 适当 维 数 的 矩阵 Q H.E 和 RR, 其 中 Q 和 RR 对 称 且 R >0, 则 
Q + BFE + E'F'H'«0 
对 所 有 满足 FFER 的 F 成 立 , 当 且 仅 当 存在 。>0, 使 得 
Q+ HH! +e ETRE <0 
【定理 6.6.2】 对 系统 (6.6.1) ,存在 正定 对 称 阵 PS .使 得 矩阵 不 等 式 (6.6.5) 成 立 . 当 
且 仅 当 存在 标量 e > 0, ERE 本 ER”“" 和 正定 对 称 阵 站 , VE R"*", 使 得 如 下 LMI 成 立 


A AV (EX+ EW X Ww" x 
VAT -y VES 9 0 0 
E X + E,W E -el 0 0 0 0 (6.6.11) 
x 0 o -Q? o ° 
w 0 9 9 ~R? 0 
x 0 0 0 0 v 


其 中 让 = AX + BW + (AX + BW) + DD's iG EL RO AESLS. G. L DICERE FE e W, X> 
0,V >0, 则 状态 反馈 控制 律 

u'() = WX-!xr(1) (6.6.12) 
是 保 代价 控制 律 ,而 


EA (6.6.13) 


| 214p: 


J& T CE REIS AE (6.6. 1) 88 — 4 IET 
【证 明 】 定义 
" 人 
Š 41P -5 
则 不 等 式 (6.6.5) 等 价 于 
r 
Y+ MLDCE E,K Esl+[E+ EK gel Ed <0 
根据 引 理 6.6.1, 上 述 短 阵 不 等 式 对 所 有 满足 FFal 的 玉成 立 , 当 且 仅 妆 存 在 常数 e 0.8 
得 


PD] PD , d I 
y. [11 | «tes EK ESUEQREK E, <0 


0 
BJ 
E PA, + e (É, + EK) E; 
«0 (6.4.14) 
ATP + EWE + E;K) -= S += ETE, 
其 中 


£= Q+ K'RK« S+ P(A + BK)+ (A + BKY'P + cPDD'P +e (E, + E4KYV(F, + EsK) 
fi Schur 补 引 理 ,不 等 式 (6.6.14) 等 价 于 


á PA, (E+ E,K) I Pd 1 ] 
AIP -s E; 0 0 0 
五 + EK E; -el 9 e e c (6.4.15) 
H 0 9 -g' 0 [] 
K 9 9 0 ~-R 0 
I 0 0 a ü + E 
其 中 
Á = P(A + BK) + (A + BK)'P + ePDD'P 
RUF SLZCRGRUR RAS AESR (6. 6. 15) MERERI 
P- 0 090.00 
0 S eooo 
0 19069 
6 0 0700 
0 0 ooro 
0 0 090007 
JE X= PO 20,W e KP 1,V =5$-!>0, 即 得 不 等 式 (6.6,11)。 从 上 壕 证 明 过 入 ,可 以 看 出 ， 
定理 的 其 余部 分 成 立 。 证 此 


出 于 不 等 式 (6.6.11) 关 于 。、 印 ,XX RV JESUS CENT — e (e W, X. VO f S RR 
Ao FUIL ERR dt iks le H3 LM) 是 否 可 解 ,并 得 到 相应 的 解 。 下 面 的 定理 给 出 
了 通过 求解 一 个 优化 问题 来 确定 极 小 化 闭环 不 确定 系统 的 代价 函数 的 保 代价 控制 律 。 
【定理 6.6.31 考虑 系统 (6.6.1) 和 代价 函数 (6.6.4) ,如 果 下 列 优化 问题 
-22> 


mim we + traee( M) (6.6.16) 


eia MN. 


(1) 式 (6.6.11) 成 立 : 


e |o) ME 
G) | d eo 


THÉ ea WX, VM, RP P Dar = NNT, 则 式 {6.6,12) 的 控制 律 是 一 个 无 记忆 状 
态 反馈 保 代价 控制 律 , 它 使 得 不 确定 时 举 系 统 (6.6.1) 的 代价 函数 的 极 小 值 为 (6.6.13) 
[UR] 根据 定理 6.6.2, 帕 任意 可 行 解 ea WX V 0M 所 构造 的 控制 律 (6.6.12) 是 
系统 (6.6.1) 的 一 个 保 代价 控制 律 。 
由 Schur 补 引 理 可 知 , 式 (6.6.16) 中 的 (2) 等 价 于 
$00) x-$(0 «a 
式 (6.6.16) 中 的 (3) 等 价 于 
N'VUN«M 
另 一 方面 
[geo ecoae = Trace HC Dde = ae NTV) = 
trace( NT V7! N). < trace( M) 
所 以 ,由 方程 (6.6.13), 有 
J" < z + trace( M) 
于 是 , 极 小 化 = + trace( 好) 聊 含 极 小 化 不 确定 系统 (6.6.1) 的 代价 函数 。 而 式 (6.6.16) 中 ,目标 
轿 数 和 约束 条 件 的 凸 性 ,保证 了 该 优化 问题 解 的 最 优 性 。 EI 
[9/6.6.1] 考 虚 如 下 不 确定 时 灌 系 统 
EG) = (A+ rA) e yuiz 1) (e gB ult) (6.6.17) 
性 能 指标 由 式 (6.6.4) 给 定 ,其 中 


eb Jb. ibl 


se]: daos al 


Irl «0.1, lsi&0.1,igi 0.1, Qe I, Re lo (G0 me 1, z(t) 20,:€i -1 0], 定义 


T 1 
0.1 0 0.1 ! i Tr 
p| ME J. 0 O|,E,=l1|,E =|0 0|.F=10xdiglr,s,q1 


o od oJ 11 


则 系统 (6.6.17》 可 以 改写 为 
x(t) SCA + DFE xli) + CA, DFE,)x (t - d) + (B + DFE,)u (t) 
TERES 6.6.3 SR IFCIB I G8 ULTOR , RIER EERE BRI S tbt t 
u* (1) - -[1.0006 3.340 8jx (1) 
不 确定 闭环 系统 的 代价 函数 的 极 小 值 为 7 m 45. 443 7, 
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第 七 章 H/H BART 


我 们 在 第 二 章 和 第 六 章 讨论 了 mde CC ERIT ,在 第 思 刘 讨论 了 口 - 砍 优 控 制 问 
Eo h 最 优 控 制 和 T. 优化 控制 理论 的 提出 是 现代 控制 理论 发 展 中 的 两 个 更 大 突 戌 。 根 据 
第 二 章 对 线性 二 次 型 性 能 指标 工程 意义 的 讨论 ,我 们 看 到 ,如 最 优 控制 的 控制 系统 具有 较 好 
的 系统 性 能 和 其 它 一 些 优良 特性 ,但 它 对 被 控 对 象 的 模型 摄 动产 生 的 不 确定 性 不 具 鲁 棒 性 ( 见 
例 4.1.1 的 分 析 )。 而 五 = 控制 理论 虽然 能 较 好 地 解决 系统 的 鲁 棒 性 问题 ,但 这 是 以 牺牲 系统 
的 其 它 性 能 为 代价 的 鉴于 此 , Bernstein 等 在 文献 155] 中 提出 了 H, n. RARA EHE 
想 。 由 于 这 一 方法 能 较 好 地 解决 系统 的 盘 棒 性 和 系统 性 能 问题 ,内 而 一 提出 就 得 到 广泛 关注 ， 
FRETAR XWR] [92] 中 提出 了 求解 Hu/ 混合 控制 问题 的 诱导 范 数 方法 、 文 
献 [93 ] 给 出 了 一 种 凸 优化 解法 ,克服 了 文献 [55] .[913、[92] 中 必须 求解 耦合 的 Riccati 方程 的 
缺点 。 文献 [95] 得 到 了 基于 LMI 的 一 类 L7H 混合 控制 问题 降 阶 控 币 器 的 设计 方法 ,文献 
[96] 讨 论 了 有 .7 甩 。 混 全 控制 的 极点 配置 问题 ,而 在 文献 [94] 中 ,给 出 了 -一 种 TH. 混合 控制 
问题 的 参数 化 求解 算法 。 

本 章 的 目的 在 于 向 污 涯 介绍 有 关 比 / 开 -混合 控制 问题 的 - 些 基 本 概念 和 -此 拓 体 求 
方法 ,为 深入 研究 这 一 问题 打下 一 定 的 基础 。 


7.1 问题 的 提出 


我 们 在 2.8.2 小 节 讨 沦 了 状态 反馈 您 志 LQG 问题 ,其 解 由 两 个 代数 Riceat Zr E EE 4 
给 出 。 本 市 我 们 将 讨论 较 一 般 的 糖 出 反馈 动态 控制 器 所 对 应 前 登 态 LOG 问题 ,并 附加 万, 范 
数 界 的 限制 ,从 而 引出 H/H RAE SHT ESE. 


考虑 如 于 n 阶 能 稳定 .能 检测 的 被 控 对 象 的 状态 空间 描述 


xli) = Ax(t) + Biwi) + Bauli) (7.1.1a) 
z(GD = Cix(t) + Dule) (7.1.1b) 
yG) = C;Áx(:) + D,w(!) O.1.1c) 


RP ER 是 状态 ,n€ R' 是 控制 ,zi€ Rm 是 被 控 输 出 ,yE R° RIIV CR RR i 
噪声 。 并 假设 C ID, 2050 B, BT 20, D;DT » 0, Hl BLDI = 0. Jt FE RE UFRS E 
不 相关 的 。 

所 要 设计 的 n. Br Cn ec n) 输 出 反馈 动态 控制 大 取 如 下 形式 


x) = Alt) + Bat) 《7.1.2a) 
ul) = Cx) (7. 1.2b) 
其 中 x, 是 拧 制 器 状态 。 由 式 (7.1.2) 和 式 (7.1.1) 构 成 的 闭环 系统 为 
X GP = ArU) + Bw) C. 1.32) 
no) xD (7.1.3b) 
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其 中 


* Eas A BC 
MEL A. | 

现在 ,我 们 给 出 H/H. 混合 控制 的 定义 。 

【问题 7.1.1}】 对 于 被 控 系统 (7.1.1) ,设计 输出 反馈 动态 控制 器 (7.1.2) ,满足 如 下 设计 
准则 : 

(1) 闲 环 系统 (7.1.3) 是 浙 近 稳定 的 , 即 是 渐 近 稳定 的 。 

Q2) 从 w 到 zi KARERE 

GG) = Š Gr - AY Q.1.4) 


- MEEN Ds 


满足 
IG Gl. (7.1.5) 
其 中 y>0 是 一 给 定常 数 。 
(3) 二 次 型 性 能 指标 泛 范 (价值 率 函 数 ) 


J.B.) = im FEIA RC) + ur( Ruls)ldsl 0.1.6) 
达 极 小 值 ,其 中 地 权 短 隆 
R, = CEC, > 0,R, = DID, > 0 {7.1.7) 
Ë 由 于 假设 了 (4, Bo COBB MRM, n 阶 控 抽 器 的 集合 是 非 空 的 。 


下 面 ,我 们 对 LOC 问题 的 性 能 指标 (7.1.6) 做 些 讨 论 。 可 以 证 明 ,性 能 指标 (7.1.6) 等 价 于 
J(A..B., C.) = lim E[z C) Riz (0) + u™(s) R u(1)} (7.1.8) 


将 式 (7.1.2b) 的 (1) 07.1.7) BE UICE PE yt SCA, Est f 
JC, B,. C) = lim EL x GO CE Cox CO + x 1G) CIDED Cx (1)] = lim EEG REG] 


(7.1.9) 
其 中 
y. 0 | 
0  CIDIAC,. 
由 加 权 和 矩阵 的 分 解 式 (7.1.7) E SURE Bak ss ES 
zo(1) = Coz(t) + Dou(1) (7.1.10) 
其 中 zs € Re。 并 假设 C3Do = 0, 则 性 能 指标 (7.1.6) 等 价 于 
JO, Be, Ce) = limEl h(t)rolt)] (7.1.11) 


实际 上 , 当 干 扰 w 为 零 沟 值 ,单位 方差 高 斯 白 噪 声 信号 时 ,可 以 证 明 LOG 问题 的 性 能 指标 
《7.1.6)( 式 (7.1,11)) 即 为 从 w 到 zo AMIE RRE G, s) fS B, GE 


HG Ga = Ef? eacel G, 9) 62, Go lda! 
这 样 ,如 内 对 于 给 定 的 控制 着 (4。, D. CO A 是 渐 近 稳定 的 , 则 性 能 指标 (7.1.9) 可 写 为 
IO, Be, C.) = lim EL (0) Re(z)1 = tace lim EE G)RXG ] = 
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trace QR = trace Čo OCT (7.1.12) 
其 中 名 = [Co DoCe], 并 且 根据 式 (6.2.11)》, 由 下 式 定义 的 稳 态 闭环 状态 动 方差 阵 
à- lim E[xCOx'()] (7.1.13) 
满足 如 下 Lyapunov 方程 
AQ + QA" + BBT = 0 (7.1.14) 
De [7 erii aa, 
E 
以 上 我 们 对 问题 7.1.1 中 的 LOG 问题 性 能 指标 (7.1.6) 做 了 讨论 ,指出 性 能 指标 (7.1.6) 
就 是 闭环 系统 从 w 到 zo 的 传 函 阵 的 H, 范 数 。 然 后 ,根据 H, 范 数 的 计算 公式 (6.2.11), 推 得 
了 稳 态 闭环 状态 协 方差 阵 {7.1.13) 满 足 Lyapunov 方程 (7.1.14)。 
在 稳 坊 LOC 问题 性 能 指标 (7.1.6) 的 基础 上 ,再 附加 H. 范 数 界 (7.1.5)( 即 H, HIER. 
控制 ) 的 关键 步骤 是 将 Lyapunov 方程 (7.1.14) 换 成 Riceati 方程 。 下 面 的 定理 给 出 了 这 样 的 结 


LA 
[x39 7.1.1]. 给 定 (4。,B。,C.)。 假 设 存在 Q 0 满足 Riccati 方程 


AQ + OAT + yag Čo + KET = 0 《7.1.15) 
MA DREE SANH A 是 渐 近 稳定 的 。 如 果 上 述 条 件 成 立 , 则 
l Gules 7 (7.1.16) 
B 
[E Lam 
因此 
J(A;,,B,, C.) « JA B, CQ (7.1.18) 
其 中 
J(A, B, C, Q') = trace Q'R (7.1.19) 
该 定理 的 证 明 可 参阅 文献 [55] 。 


注 “根据 能 稳定 性 的 定义 ( 见 附录 ), 定 再 中 条 件 ( 广 , 罕 ) 能 稳定 ,意味 车 财 环 系统 不 具有 
不 受 扰动 的 不 稳定 模 态 。 


定理 7.1.1 说 明 , 当 Riccati 方程 (7.1.15) 存 在 非 负 定 解 8', 且 A 渐 近 稳定 时 ,及 。 范 数 界 


《7.1.16) 成 立 。 而 且 , 所 有 这 样 的 解 8' 给 出 了 稳 态 闭环 状态 协 方差 阵 全 的 一 个 上 界 , 也 即 
(7.1.39) U4 T. L, 性 能 指标 JA B,C.) 的 一 个 上 界 。 这 样 , 根 据 定 理 7.1.1, 我 们 就 得 到 求 
解 问题 7.1.1 的 一 种 数学 规划 方法 。 

{问题 7.1.2】 在 式 (7.1.15) 的 约束 下 ,确定 参数 (A4., Be, Ce 0'), 使 式 (7.1.19) 的 人 性 能 
指标 A B Ca Q ARE. 

上 述 优化 问题 在 文献 [55] 中 , 被 称 为 辅助 优化 问题 ,相应 地 . 称 性 能 指标 CALL B., Coe 
[EET Ir 
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我 们 在 下 一 节 将 给 出 问题 7.1.2 求解 的 Riccati 方法 。 
最 后 ,根据 上 面 的 讨论 ,我 们 将 方程 (7.1.1) 和 (7.1.10) 两 式 合 写 在 一 起 ,就 得 到 如 下 广义 
被 控 对 象 的 状态 空间 描述 


x(1) = Ax(;) + Byw(1) + Brult) (7.1.20a) 
m) = Cox(t) + Dos(t) (7.1.20b) 
tlt) = C,x(t) + Diu(t) 《7.1.20e) 
y) = C;x(:) + D,w(:) (7.1.20d) 
问题 7.1.1 提出 的 H/H. RARR ARETE — 000 |I [= 
化 为 图 7.1.1 所 示 的 #2/H。 温 合 标准 控制 问题 。 图 中 s- n 
广义 被 控 对 象 C 的 状态 空间 实现 为 式 (7.1.20) , 待 设 E H 
计 的 控制 器 K 如 式 (7.1.2)。 问 题 7.1.1 可 等 价 地 表 L L. 
述 为 : 


[i8 7.1.3]. 对 于 广义 被 控 对 象 (7.1.20) ,设计 
输出 反馈 动态 控制 器 (7.1.2) ,满足 如 下 设计 准则 ; 

(1) 图 7.1.1 所 示 闭 环 系统 内 稳定 ; 

(2) 闭环 传 函 阵 G, C) WU. 


图 7,1.1 所 /Ho 混合 标准 控制 


lGel asr 
(3) 闭环 传 函 阵 G (OWE 
min Gels) la 
相应 的 控制 器 外, 称 为 A/H RARR 


7.0 H/H. RARER Riccati 方法 


现在 ,我 们 讨论 辅助 性 能 指标 (7.1.19) 的 极 小 化 问题 , 即 求解 问题 7.1.2 给 出 的 辅助 优化 
问题 。 所 采用 的 方法 为 代数 Riccati 方程 方法 。 下 述 定理 给 出 了 问题 7.1.2 可 解 的 一 个 充分 条 
件 和 相应 的 控制 器 设计 公式 。 先 引进 如 下 记号 :Ri- = CIC, Rya = DTD1, 并 没 Ria = ARa A 
中 p20 家 示 (LQG) 加 权 阵 R, 与 H. MRR Rio 是 相关 的 (8 > 0) 或 不 相关 的 (8 2 0)。 对 
任意 >0,P>0, 定 义 5S= (+ 及 7 Op) 六 = DD] ,根据 7.1 节 的 假定 , Pa > 0。 令 
ae = #, 即 考虑 全 阶 控制 器 设计 问题 。 

[87.2.1] 设 存在 非 负 定 矩 阵 Q. P.O HW Etu Riccati 方程 


AQ + 047+ BiB] + y! QR. - QO,Vi' CIQ = 0 0.2.0 
LA + x(Q + QURI'P + PLA + z7(Q + QU Ry] + Ri - S'PB;RI' BIPS = 0 
(1.2.2) 
[A- BRI PS + Y "QR. 10 + QUA -BRBIPS + Y " QR. 
Y ?QO[Ris + &S' PB, R;'BIPS)Ó + OC, V;'C]Q -0 (0.2.3) 
并 令 控 制 器 参数 (4。, B,C,,0') 由 下 式 给 定 
A. = A - Q@C,V;' C] - B,R;'BIPS + y? QR, (7.2.4) 
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B, = QCIVi' (7.2.5) 
C, = - R;! BIPS (9.2.6) 


e- P. E à 02.0 
RICA 2) 8:35 8 MENS 4 PEREN. MUR raba Rs: MNPB3Ff6 EBE GL 
足 万 。 范 数 界 约束 


1G, Oll < y (7.2.8) 
并 且 , 畏 助 性 能 指标 (7.1.19) 由 下 式 给 定 
J(A..B.,C.,Q') = trace{ (Q + Ó)R, + OSTPB, Ri' BIPS] 0.2.9) 
即 L; 性 能 指标 (7.1.6) 有 上 界 
J(A..B,,C,) = tmec[(Q + Q) R, + QSTPB,R; BTPS) (7.2.10) 


我 们 注意 到 ,上 上述 定理 中 三 个 Riccati HERRENA 2732 0.2.2) 001.2. 3) MERE 
的 ,必须 同时 求解 。 耦 合 的 Riecati 方程 难于 计算 求解 (具体 解法 可 见 文献 [971)。 因 此 ,这 里 
我 们 对 定理 7.2.1 的 结果 , 仅 是 作为 一 种 方法 介绍 给 读者 ,而 没有 给 出 证 明 ( 证 明 可 参阅 文献 
[55])。 下 面 我 们 重点 讨论 定理 7.2.1 给 出 的 结 时 与 2.7 节 的 稳 态 LQC 问题 的 解 的 关系 。 

置 8= 0, 或 等 价 地 ,Di R = 0)。 此 时 ,S = 了 ,Q' 由 式 (7.2.7) 给 定 , 且 式 (7.2.4) ~ 
《7.2.6) 成 为 


A, = A ~ QC,Vi! C$ - B,R;! BIP + yqR,. 0.2.1D 
B, = QCiv;! (7.2.12) 
C, = - Rj! BP (7.2.13) 


其 中 Q 满足 式 (7.2.1) ,而 式 (7.2.2) 和 式 (7.2.3) 成 为 
[A + 72 (Q + Q)R.. P + P[A + Y Qe O)R,.] + R. — PB R; ' BIP = 0 


(7.2.14) 
(A- B,R; BIP+ y OR, o)Ô + Q(A- BIRI BIP + 7 QR.) 4 
7708.0 + QC, V; ciQ-0 (7.2.15) 
最 后 ,辅助 性 能 指标 (7.2.9)? 简 化 为 
J(A,,B.,C,.Q0') = tracel (Q + Q)R, + QPB;R; BI P] 《7.2.16) 


如 果 D,-0(8 20) C, - OUR, = ORRE, 38 5 5C (2. 1.208) HB. z, (2) =0, 则 式 
(7.2. 805€ (1.2. 14) ROS. 
AQ + QAT + B,BT - QC,Vi!CÍQ = 0 (0.2.17) 
ATP + PA + - PB,R;'BIP = 0 (7.2.18) 
EARRA 2.8 45 LOG 问题 中 的 式 {2.8.27) 和 式 (2.8.26)。 也 就 是 说 ,7 混合 控制 问题 
退化 为 LQG 问题 。 此 时 ,方程 (7,2.14)、(7.2.15) 是 解 焰 的 ,方程 (7.2.15) 成 为 多 余 的 。 上 述 
结果 也 可 以 令 Riecati 方程 (7.2.1) (7.2.14) 中 的 R, ER 7 一 % 而 得 到 。 
以 上 给 出 的 结果 是 n. = n 的 情况 , 即 全 阶 所 /混合 控制 涡 存 在 的 充分 条 件 和 设计 公 
式 。n。 < a 的 情况 , 即 降 阶 控制 更 设计 问题 的 结果 是 类 似 的 ,但 要 复杂 一 些 。 详 见 文献 [55] 中 
的 定理 6.1。 
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71.8 H, H. i E S B) CAT i 


7.3.1 Hit /7。 混 合 性 能 指标 » Y [m 
ES 
首先 ,我 们 再 对 H/H o 混合 控制 问题 的 性 能 
指标 人 敌 些 讨论 ,以 加 深 对 问题 的 认识 。 考 虑 图 图 7.3.1 H/H RAMH 
7.3.1 所 示 有 限 维 线性 时 不 变 系统 To w 为 外 部 干扰 输入 信号 ,zo、zi 为 评价 信号 。 没 T E N 
稳定 的 , 且 由 如 下 状态 空间 模型 描述 
x(t) = Ax (D) + Bw) (1.3.14) 
zy) = Cox(:) + Dyw(:) (7.3.1b) 
zil) = C,x(t) + Dyw() (7.3.10) 


其 中 A.B. Co Do C, A D, ERAI HEALE, E 4 稳定 。 令 


Lm 
[s] 
表示 从 w 到 z BIERE. art | T, laco , 当 且 仅 当 D =0。 此 时 ,如 果 能 控 性 Grami- 
an 阵 L, 满足 Lyapunov 方程 
AL, + LA! + BB" = 0 (7.3.2) 
pil 
I 7, ld = uace( Co L,CO) 
[518 7.3.1]. 4&3 y 50. B o(DO < Y, E 4 ARERI aC) 。< y 03635 
要 条 件 是 Riccati 方程 
R(Y) = AY + YA + (YCT + BDD MT (C Y+ DIB) + BB -0 (7.3.3) 
具有 (惟一 ) 实 对 称 解 Y, 且 4 + (YCT+ BDDM C, 是 浙 近 稳定 的 。 其 中 M= Z'I- D DT> 
0, 
2138 7.3.1 与 定理 4.3.8 相仿 ,具体 可 见 文献 [41] 。 而 且 式 (7.3.3) 的 解 YME 
O< L, = Y < F (7.3.4) 
其 中 外 表示 Ricci KER R( f) «0 的 实 对 称 解 ,R(. ) 由 式 (7.3.3) 定 义 。 于 是 ,如 果 T, ED 
Hy 范 数 是 有 限 的 , 则 
I T. u | 3 = uace( Co L,C3) = trace( Co YCS) 


由 此 引出 如 下 线性 时 不 变 系统 T 的 H,/ H. 混合 性 能 指标 的 定义 
IC) É Ru (7.3.5) 
”uace(CoYC3) “HE D, = 0 AE 


注意 到 ,如 果 T, ,是 严格 正则 的 ( 即 D, = 0) , 则 Riccati 方程 (7.3.3) 成 为 
R(Y) = AY + YA! + y2YCIC Y + BBT < 0 (1.3.6) 
与 定理 7.1.1 中 的 式 (7.1.15) 是 一 致 的 。 因 此 ,性 能 指标 (7.3.5) 与 7.1 节 的 定义 式 (7,1.19) 
是 相同 的 。 
- 219 - 


性 能 指标 ZJ) 具有 如 下 性 质 : . 

《1) JCr DU FE eR EE 7 的 函数 ,与 了 的 具体 实现 无 关 ,只 要 实现 是 内 稳定 的 ; 

[ORE MP 

G) lim 05,2 = | r, ae 

HAORA, SRA Ha 635 y 的 限制 (7 一 %) 时 ,有 1/ 囊 。 混 合 性 能 措 标 JUD. 
退化 为 H, 范 数 性 能 指标 。 这 一 点 从 方程 (7.3.6) 也 可 清楚 地 看 出 。 因 为 当 y— æ Bj, Riceati 
方程 (7.3.6) 退 化 为 Lyapunov 方程 (7.3.2)。 

下 面 的 引 理 给 出 了 H/H o EA ERER J Ts ) 的 另外 一 个 性 质 。 本 节 后 面 的 讨论 将 用 
到 这 一 性 质 。 

【 引 理 7.3.2] 考虑 由 式 (7.3.1) 定 义 的 稳定 系统 T, $ Tu 表示 从 w 到 z=[z zl |: 
传 画 阵 。 给 定 >> 0, 设 | r. l. < 7, 且 Ts 是 严格 正则 的 , 则 

J Tw) = infltrace( CoYC]) | Y = Yf > 0,s.t.R(Y) < 0| (7.3.7) 
其 中 R(') 由 式 (7.3.3) 给 定 。 

【证 明 】 不 失 一 般 性 ,假设 y= 1, $ o 代表 式 (7.3.7) 的 右 端 。 首先, 我们 证 明 o < 
JO), HEIL BUT | Tall 。<1, 则 存在 8, >0, 使 得 对 每 个 RE [0,8,), 如 下 不 等 式 成 立 
(见习 题 4.7) 

lir. llla <1 (7.3.8) 
其 中 

Te= 0,31- A) -VB 

根据 引 理 7.3.1, 由 式 (7.3.8) 可 得 对 每 个 BE [0,8, ) Riccati 方程 

Ra(¥)= RCY) - PI=0 
有 惟一 稳定 解 Yy MA, 根据 式 (7.3.4), 有 Yam Lg, 其 中 Ls 是 (4,[B YB1]) 的 能 控 性 
Gramian 夭 阵 。 由 于 (4,[B8 VB7]) 对 8>0 是 能 控 的 ,上 所 以 ,根据 推论 6.2.2, 如 果 p>0, 则 
Yam Pa>0。 再 注意 到 ,如 果 8 >0, 则 R(Y,) <0。 因 此 ,由 o 的 定义 式 (7.3.7) 的 右 端 我 们 得 
到 

7 æ trace( Co Y,C3) (7.3.9) 

利用 Riccati 方程 稳定 解 的 单调 性 质 ,可 得 Yo = lim Ys 存在 , 且 Yo 是 方程 (7.3.3) 的 解 ,使 
得 A +(YoCT+ BDT) M^! C, 是 渐 近 稳定 的 。 由 于 方程 式 (7.3.3) 有 解 ,比如 为 了, 且 这 样 的 解 
是 惟一 的 ,因此 , Yo — 了 。 在 不 等 式 (7.3.9) 中 取 极 限 8 一 0, 最 后 得 到 

c «tice Co PCG) = J( Fan) 

其 次 ,我 们 证 明 J(T,)<o。 设 了 为 方程 (7,3.3) 的 惟一 稳定 解 。 令 六 为 满足 >0 且 

R(T) <0 的 任意 实 对 称 矩 阵 . 则 根据 式 {7.3.4) ,我 们 得 到 了 > 了。 因此 
J(T,,) = trace( Co YC) = uace( Co PCJ) 
上 起 两 端 对 他 取 下 确 界 , 即 得 J(T.)= e. LI 

GEH 7.1.1 所 示 有 /Hs 混合 标准 控制 问题 。 记 闭环 传 函 阵 

bs 
us 


Gu 
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其 中 G, GR w 到 zo HAIRA, G, u REA w 到 zi 的 闭环 传 函 阵 。 如 果 控 制 器 x E 
得 图 7.1.1 所 示 闭 环 系统 内 稳定 , 则 称 & 为 允许 的 。 所 有 人 允许 控制 器 的 集合 记 为 4( G)。 显 
然 ,A(G)z$, 当 且 仅 当 广 义 被 控 对 象 G 能 稳定 .能 检测 。 
给 定 XY>0, 定 义 如 下 控制 器 集合 
A.(G)= IK € A(G)I (Guele < ri (7.3.10) 
则 我 们 有 下 述 到 /如 -混合 次 优 控制 问题 。 
【问题 7.3.4】 对 于 /7。 混 合 最 优 性 能 指标 


v»(G) = intlJ(G,) ! K € An (G)} (7.3.11) 
和 任意 给 定 的 > vl G), BOHEME KE 4。(G), 使 得 
J(G,.)<a 
所 设计 的 控制 器 五 即 可 以 是 状态 反馈 静态 认 制 器 ,也 可 以 是 输出 反馈 动态 控制 将 。 我 们 


将 对 其 分 别 进行 讨论 。 
另外 ,由 于 传 沙 阵 Gu KE FIERE G I K ,我们 将 性 能 指标 J G。) 记 为 
J(G,K)= J(G,(G,K)) 


7.3.2 状态 反馈 问题 的 凸 优化 解法 
设 图 7.1.1 中 广义 被 控 对 象 C 的 状态 空间 描述 为 


£ = Ar+t+Biw+ Bun (7.3.12a) 
ze = Cox + Dou (7.3.12b) 
nc Cix + Du (7.3.12e) 
y=x VS Bay 
设计 状态 反馈 控制 律 
uos Kx (7.3.13) 


KRAT. 3.4. RERE ,状态 反馈 控 制 律 (7.3.13) 与 广义 对 象 (7.3.12) 构 成 的 团 环 系统 
为 


x= Fx Bw (7.3. 14a) 
Zo = Hox (7.3. 14b) 
noc Hx (7.3.14) 


JAUPF-ACBEIHQ- G, + DoK 3 H, = C, + 二 
DiK。 相 应 的 闭环 系统 框图 如 图 7.3.2 所 示 。 将 =— = EO 
式 (7.3.14) 与 式 (7.3.1) 相 比较 ,闭环 系统 

(7.1.14) 中 从 w Ell z, 和 zi 的 直接 传输 项 分 别 等 图 7.3.2 闭环 系统 

FE MARERE G, FG, 分 别 为 严格 正则 的 。 

由 于 考虑 的 是 状态 反 蚀 控制 律 设 计 问题 ,将 广义 对 象 (7.3.12) 记 为 Cy, 下 标 ¥ 表示 状态 
反馈 (state feedback)， 下 面 ,我 们 讨论 对 任意 给 定 的 a > v( Gy) ,通过 求解 一 个 凸 优化 问题 , 找 
到 一 个 实 矩 阵 K, 使 得 J( Gy, K)< ao 

求解 上 述 设计 问题 的 关键 思想 是 引入 一 个 变量 变换 

K = Wy-: (7.3.15) 
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其 中 WE Rr”*",Y >0 是 闲 环 系统 (7.3.14) 对 应 的 式 (7.3.6) 形 式 的 Riccati PER R(Y)< 0 
的 解 ( 见 式 (7.3.18b))。 取 而 代 之 的 是 我 们 在 矩阵 空间 ( WW, 了 ) 中 搜索 控制 着 天, 而 不 是 在 
S€ 4。(Gy) 范 围 内 进行 搜索 。 在 { 匈 , 了) 中 搜索 的 优化 问题 是 一 种 凸 优化 问题 ( 见 定理 
7.3.2) ,而 在 Aa (GOPR K 的 优化 问题 是 一 种 非 凸 优化 同 题 { 见 例 7.3.1)。 这 就 是 引入 变 
重 变换 式 (7.3.15) 的 目的 所 在 。 

不 失 一 般 性 ,假设 y= 1。 考 虑 广义 被 控 对 象 (7.3.12) , 令 X 表示 nx n 维 实 对 称 阵 的 集 
合 ,定义 


Q= (W,Y)€R'"x ZIY »0 (7.3.16) 

注意 ,集合 2 是 RUÁIKEBES-TIPMOESR. BEWENNE 
f(W,Y) = tracel(Co¥ + Do W) Y-1( CY + DW) (7.3.17a) 

利用 所 引进 的 变量 变换 式 (7.3.15) 和 闭环 系统 表达 式 (7.3.14) ,容易 得 到 
f(W,Y) = traee( H, Y BT) (7.3.17b) 


*PF(OW,Y)CR'""xZ,$ 
Q(W, Y) = AY + YA" + B,W + W'BI + B,BI + (CY + DIW)" C, Y + DW) 


(7.3.183) 
同样 ,不 难得 到 
Q(W.Y) = FY + YF" + YHTH,Y + BiBT = R(Y) (7.3.18b) 
再 定义 实 矩 阵 的 集合 
@(G)=|(w,Y)€ QI Q(W,Y) «0j (7.3.19) 
并 考虑 优化 问题 
ca(Gy) = inflf(W,Y) |(W, Y) € @(G,)| (7.3.20) 
注意 ,由 于 在 Q 上 >0( 见 式 (7.3.17)) .所 以 a(G,)>0, 
下 面 的 定理 给 出 了 本 小 节 的 主要 结果 。 


【定理 7.3.1】 考虑 式 (7.3.12) 的 广义 被 控 对 象 Gp BREA 4- (Gy ) 由 式 (7.3.10) 
定义 。 令 DP(Gy) 由 式 (7.3.19) 给 定 。 令 v( Gy) 和 和 ol Gy) 分别 由 式 (?.3.11) 和 式 (7.3.20) 所 
定义 , 则 

A.(G) $B Gy) = $ 
B 
WGy)= a(Gy) 
进而 ,对 任意 给 定 的 a> ol Gy) FEW, Y) € DCG) ,使 得 反馈 增益 阵 = WY Wem 
KC€A,(G) TG pK) Ef W, Y) <a 

【证 明 】 首先 ,我 们 证 明 , 如 果 S Gyer M ALCGO t E l Gaal Gy) 9 c >0 

给 定 。 根 据 of Gy) 的 定义 ,可 得 存在 (W,Y)€ ,使 得 

f(W,Y)so(Gy) «e, Q(W.Y) «0 
dob fUv. Yt QCW, 了 分 别 由 式 (7.3.174) 和 式 (7.3.18a) 定 义 。 下 面 我 们 将 构造 一 个 状态 
反馈 控制 器 KE 4。( Gy), 使 得 J( Gy, K)<f(W,Y)。 

式 (7.3.15) 定 义 的 实 和 矩阵 K = WY-! 与 式 (7.3.12) 构 成 的 闲 环 系统 为 式 (7.3,14), 且 我 们 
已 经 得 到 Q (W. Y) fa /( W, 了) 的 等 价 表达 式 (7.3.18b) 和 式 (7.3.17b}。 由 于 了 >0 满足 
RCY) <0, 根 据 引 理 4.5.2, F 是 渐 近 咎 定 的 , 且 【G,| 。< 1。 因此 ,= WYE A. (GO, 
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并 且 利用 引 理 7.3.2, 我 们 得 到 J Gy, K) trace Ho YH3)。 于 是 
2(G s J Gy, KO UO Y)sal Gy) +s 
因为 e 是 任意 的 ,所 以 v( Gy) <o( Gy)。 
其 次 ,我 们 证 明 ,如 果 Ae (Gy) APM OCGA, E ol Gal GU. $eo0 EE, IR 


据 v( Gy) 的 定义 式 (7.3.11) 可 知 ,存在 KE 4。( Gy) ,使 得 JCG K) (Gu) E 注意 控制 
fit x = Kx 导致 的 闭环 系统 为 式 (7.3.14) ,由 引 理 7.3.2 可 知 ,存在 了 = Y" 2 0,4848 
trace HoYHD < JT(Gy,K) + p v( Gy) +e 


R(Y) 2 FY + YF"  YETHY + B. Bl <0 
定义 W = KY , N 
(w,nen H Q(W,Y)= RCY)«0 
HR. (W, Y)€ O( Gy)。 并 且 根 据 式 (7.3.17b),f{ W, Y) = trace( Ho YH9) ,因此 
a(G/)<f(W.Y)< (G) + £ 
因为 e>0 是 任意 的 ,所 以 wa( G) > 0( Gy)。 
定理 最 后 一 部 分 的 证 明 可 巾 定义 和 上 面 K 的 构造 直接 得 到 ， e 
定理 7.3.1 的 意义 在 于 式 (7.3.10) 定 义 的 优化 问题 为 非 线性 规划 问题 ,而 式 (7.3.20) 定 
义 的 优化 问题 是 -种 凸 优化 问题 。 根 据 1.5 节 的 讨论 , 凸 优 化 问题 容易 得 到 全 局 最 优 解 , 且 算 
法 简单 。 下 面 的 定理 给 出 了 这 样 的 结果 。 
【定理 7.3.2】 令 f 和 由 分 别 如 式 (7.3.17a) 和 式 {7.3.19) 所 定义 。 考 虑 式 (7.3.20) 定 义 
的 优化 问题 。 集 合 o R ss. BPB AOR 是 实 解析 凸 孙 至。 因此 , 式 (7.3.20) 定 义 的 优 
化 问题 是 凸 的 。 
该 定理 的 证 明 由 如 下 两 个 引 理 给 出 。 
[518 7.3.3] $ Q 胡 示 由 式 (7.3.16) 宗 义 的 集合 。 考 处 式 (7.3.17a) 定 义 的 映射 
FORM SRA 上 的 实 解析 同 函 数 。 
[5/28 7.3.4] $ Q: Re" ”x 一 上 表示 由 式 (7.3.184) 定 义 的 短 阵 值 有 映射, ME Q ETUR 
射 。 
我 们 仅 证 明 引 埋 7.3.4. 
DER] 4(W,Y)CR'""x E 88 E. BE X. 
P(W,Y) = AY 4 YAT « B,W + W' BT + B, BT 
T(OW,Y)SCQY4 D, W 
我 们 有 
QUW, Y) - P(W,Y)+ T'OW Y) TOW, Y) 
4 aC [0,1 E EUE X Be 1- a, VECW, YOA W, 了) 属于 Rr*" x EDU CS Eur 
i 


Qla Wi, Yi) + BOW; , Y) = aPCW, Yi) + BPO Y) + 

[oTCW,, Y.) + BT Wa, Y, T'LaTCW, Yi) + BT(W; ,Y,)] = 

aQ(W,. Y)  BQCW, Ya) - ap TOW, , Y - TUW, Y.) TL TOW, Y.) - 

T(W, Y] «aQ( Wi Y.) + 9908, Y3) 证 于 
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3|387.3.3 中 ,的 凸 性 的 证 明 是 类 似 的 ,读者 可 作为 练习 自行 证 明 ( 标 量 情形 名 习题 
1.12) 或 参阅 文献 [93] ,而 EFRR 上 是 实 解析 的 ,可 由 式 (7.3.17) 直 接 得 到 。 

【定理 7.3.2 的 证 明 】 由 于 式 (7.3.16) 定 义 的 集合 O 是 凸 的 ,根据 引 理 7.3.4 和 1.5 节 
性 质 1.5.7( 凸 跌 射 的 水 平 集 是 凸 的 ) ,我们 得 到 式 (7.3.49) 的 集合 o 是 凸 的 。 又 根据 引 理 
7.3.3. 888€ OE 上 是 内 的 。 于 是 ,我 们 推 得 式 (7.3.20) 定 义 的 (有 限 维 ) 优 化 问题 是 
号 优化 同 题 。 d 

最 后 ,我 们 指出 , 式 (7.3.20) 定 文 的 凸 优化 问题 的 约束 集 p 在 一 定 的 条 件 下 ,是 有 界 的 
(参阅 文献 [93] 中 的 引 理 4.6) ,于 是 ,求解 式 (7.3.20) 给 定 的 凸 优化 问题 可 得 有 界 解 。 

【 例 7.3.1】 给 定 如 下 标量 系统 6 


[2 - [f] 


J HIER y-1. 
首先 ,求解 式 (7.3.11) 给 出 的 H/H 混合 最 优 控制 问题 。 根 据 引 理 7.3.2, 上 述 系统 G 
的 #7。 混合 最 优 性 能 指标 由 下 式 给 定 
v(6) «inf JC6, K) - 2YI(K,Y)C &l 


其 中 
$,2l(K,Y)C RxRIY20 H Y'(14 K) «2Y(K-1)«1«0l 
v(C) 中 的 性 能 指标 J(C, K) = KrY EH 2! 1 
理 7.3,2 中 的 式 (7.3.7) 算 得 ,集合 @, 中 前 Led mS 
关于 了 的 二 次 不 等 式 为 式 (7.3.7) 中 的 Kicecati E TN 


不 等 式 RCY) <0。 4 
集合 D 的 图 象 如 图 7.3.3 所 示 。 从 该 5 太一 

图 可 以 清楚 地 看 出 ,集合 p, ESL REX E 

界 。 我 们 也 注意 到 性 能 指标 函数 JCC. K) = 

KY Ef&É I(K, 了 ) ERx RIY>0| 上 是 非 西 ED 


86. BUE 3 (2.3. 10 E LIS H7 HR RR -| hs 8 (5 j 13 2 2$ 3 
JU E SUR E [3] RES — HARRE t Em ELI Y 
dg. 533 RAD, 


其 次 ,我 们 再 来 求解 式 (7.3.20) 给 出 的 
加/4s 混 合 最 优 控制 问题 各 次 优 控制 问题 。 按 式 (7.3.20) 算 得 的 系统 G 的 最 优 性 能 指标 为 
c(G) - nflf( Ww, Y) - W2y-ll(W,y)C€ o] 


其 中 
$zl(W,Y)ERxRIY20 BOW 41?  (Y- 1? «1: 
cCCYR 583 FU, y) = Wy Ek 0.3.1700 AERA o 中 的 二 次 不 等 式 为 式 (7.3.19) 
中 的 ow, Y) <0。 我 们 看 到 ,约束 集 @ 是 一 个 圆 ,如 图 7.3.4 所 示 。 由 图 可 见 . 盏 是 西 的 有 办 
集 ,而 根据 引 理 7.3,3, 随 数 W, Y) = W?Y-! 在 集合 0 = 区 (本 ,了 )ERxRIr>0l 上 是 凸 函 
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数 。 因此, 式 (7.3.20) 给 出 的 混合 最 优 控制 1 
问题 是 一 种 凸 优化 问题 。 05 
最 后 ,为 了 得 到 问题 7.3.4 给 出 的 次 优 0 
综合 问题 的 解 , 即 设计 控制 器 KE 4。(6), 使 -0s 
得 /CE ,K)< a, 考 虑 如 下 水 平 集 ol 
A,=|(W,Y)€e RXRIY 20H B?Y^! «al s A 
MARE e 与 上 述 水 平 集 的 交集 , 即 为 次 优 12 
问题 的 解 集 , 如 图 7.3.4 中 阴影 部 分 所 示 ,其 -25 | 


中 取 a=1。 -3 
-o-5 0 05 | Eo 25 3 
7.5.8 输出 反馈 解 
设 图 7.1.1 中 广义 被 控 对 象 6 HRES A 
[DERE ES 
X = Ax + Bw + Bau (2.3.218) 
Zo = Cox + Dou (7.3.21h) 
zo Cix + Dyu (7.3.20) 
y = Cx + Daw (7.3.21d) 


上 述 模型 中 从 w 到 zo、\z; 的 直接 传输 项 和 从 < 到 y 的 直接 传输 项 分 别 取 为 零 。 这 样 做 的 目的 
只 是 为 了 使 表达 式 尽 可 能 简洁 ,而 并 不 失 一 般 性 。 比 外 ,我 们 做 如 下 假设 ， 

(A) (A,B) RERE, (C; ARN. 

(A 〔〈4 ,Bi) 能 稳定 。 

(A) D, iE. H p, Br DY]=[0 I), 

我 们 将 看 到 ,处 理 广 义 对 象 (7,3.21) 的 输出 反馈 动态 控制 器 设计 问题 的 关键 思想 是 将 答 
出 反馈 动态 控 创 器 设计 问题 简化 为 一 个 辅助 对 象 的 状态 反馈 草 态 控制 器 设计 问题 ,然后 ,利用 
上 小 节 给 出 的 方法 求解 输 助 对 象 的 状态 反 饮 解 , 即 可 得 广义 对 象 (7.3.21) 的 输出 反 镇 解 。 

设 存在 (惟一 ) 实 对 称 阵 了 ,使 得 


AY + YA" + Y(y CTC, - CIC) Y + B BI = 0 (1.3.22) 
且 4+TCY CTC - GICORDE, 
定义 如 下 辅助 系统 
x = (A + Y^YCICOs + YCIW + (B, + Y 2YCTD )u (7.3.23a) 
zo = Cox + Dou (7.3.23b) 
n = Cr+ Dyu (7.3.23e) 
y=x (7.3.234) 


其 中 矩阵 A, Co, Ci Do Dis Bis B, 如 式 (7.3.21) 所 定义 。 将 广义 辅助 被 控 对 象 (7.3.23) 记 为 
Gy( 了) ,表示 这 个 辅助 对 银 依 赖 子 了 , 且 具 有 状态 反锁 结构 。 

【定理 7.3.3】 考虑 图 7,1.1 所 示 系 统 ,其 中 广义 被 控 对 象 由 式 (7.3.21) 给 定 。 设 假设 条 
HEA) ~ (ADRE, Y >0 给 定 。 令 4。(G) 表 示 由 式 (7.3.10) 定 义 的 控制 器 集合 , 且 设 A(G) 
gz。 设 存在 惟一 ( 实 对 称 ) 阵 了 >0 满足 Ficeati 方程 (7.3.22), 且 使 4+ YC y" CIC, - CIC HS 
定 , 则 : 
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(1) Aa CGU) e $, EL CT. 5.1) E 2.9 /Hs 混合 最 优 性 能 指标 由 下 式 给 定 
s(G) = trace( Co YCS) + v( Gy( Y)) (7.3.24) 
(2) 给 定 任意 a > v(G) PEKER K 548 
KEA.(G(Y)) H JCG,CY)  K) < a - trace( Co YC3) 
(3) 对 任意 KE AL(CG4CY)) std di E HU ERR C 
ë = (A + Y(y 2 CTC, - CICO + (B, + Yy2YCIDOROE + YCly (13.258) 
u = KẸ (7.3.25b) 
满足 
C€A. (G) B. JCG. C) =tmee(C YC3) + J(G,( Y). K) 
该 定理 的 证 明 需 要 较 多 的 引 理 , 此 处 从 略 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [93]。 下 面 对 定 理 
的 结果 做 些 解释 。 
定理 7.3.3 指出 ,广义 被 控 对 象 (7.3.21) 的 H,/ B, 混合 次 优 动态 控制 器 的 综合 问题 是 由 
一 个 及。 状态 估计 器 (7.3.2Sa) 和 对 应 于 辅助 对 象 Gy( 了) 的 /和 混合 设计 向 题 的 状态 反馈 
增益 阵 (7.3. 25b) 组 合 而 成 。 因 此 ,这 一 结果 和 上 小 节 得 到 的 状态 反馈 设计 方法 提供 了 式 
(7.3.21) 系 统 的 有 /8H 混合 动态 控制 器 设计 问题 的 -~ 个 完整 的 解法 。 式 (7.3.24) 说 明 , 输 出 
反馈 情形 下 的 #2/ 混合 最 优 性 能 指标 v( G} 可 以 通过 计算 辅助 对 象 Gy( 了 ) 的 状态 反馈 情 
形 下 的 最 优 性 能 指标 *( Gy) 而 得 到 。 并 且 , 对 任意 给 定 的 。>0, 使 得 J(G,C) <a 的 次 优 综 
合 问题 的 解 CE A4, ( G) 由 式 (7.3.25) 给 定 ,而 式 (7.3.25) 可 通过 求 Riccati 方程 (7.3.22) 的 稳 
定 解 和 求 辅助 对 象 Gy 了) 对 应 的 状态 反馈 问题 满足 J Gyl Y), K) < < — trace( Co YCE 
K€ A. (G, YB SI, 
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我 们 在 4.5 节 和 和 6.5 节 分 别 给 出 了 单 日 标 输出 反馈 H. W ISIS H, 次 优 控制 的 参数 
化 求解 公式 , 即 定理 4.5.3 和 定理 6.3.2 的 结果 。 并 且 在 4.5.3 小 节 将 万 ,次 优 控制 器 参数 化 
结果 转换 到 频率 域 , 即 定理 4.5.4。 在 6.3.2 小 节 将 H, 次 优 控制 器 参数 化 结果 (定理 6.3.2) 
转换 到 频率 域 , 即 定理 6.3.3。 本 节 基 于 这 两 个 H.M #4, 次 优 控制 器 的 频率 域 参数 化 公式 ,我 
们 来 求解 J,/ 吾 .混合 控制 问题 的 参数 化 控制 器 的 设计 问题 。 从 而 给 出 一 种 m, H, 混合 控制 


的 参数 化 方法 。 
【问题 7.4.1】 求 所 有 控制 器 ,使得 镇 定 广义 对 象 @G , 旦 对 给 定 的 vo y, ,有 
IG uli < Yo 4. D 
EG. l. < x (7.4.2) 


其 中 yo» minl G... llis 
设 广 义 对 象 Ç 的 状态 空间 实现 为 式 (7.1.20) , 重 写 于 下 


Xx = Ax + Byw + Bau (7.4.3a) 
Z = Cx+ Du i=0,1 (7.4.3b) 
y = Cix + Dyw {7.4.3c) 


且 满 足 如 下 假设 条 件 : 
e 226 - 


(B) (4 ,8B,) 能 稳定 (i=1,2),(C:,4 ) 能 检测 (i=0,1,2)。 

(B) DG Dil={0 I] (:=0,1),D[B] Di)-[0 I). 

通过 比较 ,读者 不 难 发 现 式 (7.4.3) 各 矩阵 与 6.3 节 和 4.5 节 中 各 矩阵 之 间 的 对 应 关系 。 

根据 定理 4.5.4 的 卫 。 次 优 控制 的 频率 城 参 数 化 结果 和 定理 6,.3.3 的 H, 次 优 控制 的 频率 
域 参数 化 结果 ,可 以 证 明 问 题 7.4.1 给 出 的 #7H。 混 合 次 优 控制 问题 的 参数 化 结果 。 

【定理 7.4.1】 如 果 式 (4.5.19a) 和 寂 (4.5.19b) 的 Riccati EBR: X. >0, Y. 20, 
BÜUX LY) « y}, H X,>0, Y; 0 28 Riccati 方程 (6.3.4a) 和 (6.3.4b) 的 解 , 则 问题 7.4.1 的 解 
集合 (控制 器 集合 ) 为 


SEIK) = IK(0.) = Ñ+ BQ)(T - MIQ) MD QE Asl (7-44a) 


= IK(0.) = OP, + Me QU ~ ME Qa) Ma l Qe € Aol 04:4) 
Ai Q E RE, | Qi li «vé - Cl GB, i+ l - B;X,G, |2),da (I - MiQ,) «0, E 
3Q.€ RH..lQ. ll. «vy, de(1- Mt 0a) #0,s.t. H,- H,Q. + QH, + Q, B, Qo 
-0l (7.4.32) 
A. = 10. € Rs, Qe ll «y, det(2 - Mi Qe) 0, B 39; € RI, | Q, ld < vi - 
(I GB, l2 | - B1X2G, ll D det(4 - MIQ2) #0,s.1. H,- HQ + QH; + 
CD- -0i (7.4.55) 
其 中 
HMM -M BH M? We + BMY M.B, = BE MI + MEM ML. 
H, = MMI M, -MYM ML (7.4.6) 
【证 明 }】 出 定理 6.3.3, 满 足 性 能 (7.4.1) 且 使 团 环 内 稳定 的 控制 器 为 KCO). EEE 
4.5.4, 满 足 性 能 (7.4-2} 且 使 闭环 内 稳定 的 控制 器 为 K(O 0,0 K O) K Qu) ERR 
系统 内 稳定 且 同 时 使 性 能 (7.4.1) 和 (7,4.2) 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
K(Q.)= K(Q.) 
类 似 于 定理 4.5.5 的 证 明 中 的 推演 ,不 难得 到 ,上 式 等 价 于 
Hi- HiQ. + QS GoH.,Q. = 0 (7.4.7) 
其 中 B sie OI EIL 4 SHE. a 
式 (7.4.7) 给 出 了 关于 参数 Q 和 @。 的 一 个 二 次 方程 约束 条 件 。 具 体 应 用 时 ,应 适当 选 
择 Q. 或 中 < ,使 式 (7.4.7) 成 立 。 
【 例 7.4.1】 设 图 7.1.1 中 广义 对 象 G 的 状态 空间 实现 为 


x=-x+[0.6 Olweu,w-[w, wl" 


m= [os]: -ial wu INE IN : 


y=s+|0 1]w 
设计 目标 为 上 G1 < o= 104, | Gu ||; < y, = 1, 求 满 是 以 上 两 性 能 指标 且 使 闭环 系统 
内 移 定 的 控制 器 和 集合。 可 算得 
X,=0.118,Y; = 0.166, X =0.292, Y, = 0.175 
1 GB, + | - 82X:G, [220.042 40.002 =0.044。 所 求 控制 器 的 集合 
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KC) « Q, 0)U- mop ms o D 
其 中 
Q;€1o;€ RS. | 02s «1, B 305 € RH. | Q. |. <1.s.1.0.034s + 0.1325 + 
0.1725 4 0.074 - (st & 4.8185? + 8.65355 € 6.865 4 2.024) Qu + (51 5.0265? + 


9.485? 47.9565 + 2.508) Q> + (0.05455 0.3185? + 0.5595 + 0.308) Q, Q< = 0] 
车 取 Q. = 15 , 则 02€ Ris, | Qa 1 ;= 0.5, 由 约 来 条 件 可 算得 


Qd 1.0345* + 3.2265? + 9.9165? + 8.374: + 2.656 
° £$ 46.818554 18.2355) +23.848 + 15. 185s + 3.74 


可 验证 @- 的 分 母 多 项 式 为 圳 尔 维 蒋 多 项 式 , 即 Q. € RE- ,月 | Q. l. =0.71, 
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附 = 


附录 1 和 矩阵 的 迹 


定义 方 阵 4 的 迹 trace[ AJA ENARRARE, AA FIER: 
(1) trace[ aA ] = atrace[ A]。 

(2) irace[ A + B] = aee[ A] + trace[ B]. 

(3) trace[ A] = trace[ AT], 

(4) trace ATB ] = trace[ BT4] = trace[ AB?) = acel BAT). 

(5) 如 果 A = XY" JW raee[A] = X Y. 


附录 2 线性 系统 运算 规则 


设 
则 有 
A, 0 B, 
a) Gi) + Gals) = 9 Aro B 
€, Gi Die D 
A BO! 
(2) GG)G6-1 0 A, | 
€ D.C, D.D. 
A-BD^C Bp! 
G) eros] e] 
-D'C ppa 
NUM 
(4) 8G eC os i£] 
-B' p. 
A B 
eg aco-[.7].m 
A — BB B 
[I- G"(:)G(.)]'= -Cre -alio 
0 BT :了 
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附录 3 能 控 、 能 观测 的 PBH TUR 


给 定 n 阶 线性 定常 系统 
(G) x= Ax + Bg,z(0)= xo, t20 

判 据 1 (PBH 秩 判 据 ) 系统 (6) 为 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 对 乍 阵 4 的 所 有 特征 值 4， 

《i=1,2,…,n), 均 有 
mnk[AJ-A Bl=n — i-12,",n 
或 等 价 地 表示 为 
mnk[d-A B]en,Vs€C 

ER (J-A) B 是 左 互 质 的 。 

判 据 2 (PRH 特征 向 量 判 据 ) 系统 { 6) 完全 能 榨 的 充分 必要 条 件 是 4 不 能 有 与 B 的 所 
有 列 正 交 的 非 零 左 特 征 向 量 , 也 即 对 4 的 任 一 特征 值 4 能 同时 满足 


nA Aa uB-0 
的 特征 向 量 w=0。 
类 似 地 ,给 定 n 阶 线性 定常 系统 
x= Ax,x(0)= xo.tz0 
of E 


JE 3 (PBH 秩 判 据 ) 系统 (C) 完 全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 对 矩阵 4 的 所 有 特征 值 4， 
(i=1,2,…,n), 均 有 


或 等 价 地 表示 为 


ERCI- 4) 与 C 是 右 互 质 的 。 
判 据 4 (PDH 特征 向 量 判 据 } 系统 ( 6) 为 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 4 没有 与 
的 所 有 行 正 交 的 非 零 右 特征 向 量 ,也 即 对 A 的 任 一 特征 值 4;. 使 得 能 同时 满足 
Avi = Awi Cv; = 0 
的 特征 向 量 w= 0。 


附录 4 能 稳定 性 与 能 检测 性 


给 定 n 阶 线性 定常 系统 
co 
y = Cr + Du 
设 4 的 特征 值 为 4.(i=1,2,…,n), 称 为 系统 ( 6) 的 极点 。 设 u, viCE E 1,2, 040 D A, 
(= 1,2,…,n) 的 左 特征 向 量 和 有 特征 向 量 , 好 
uA = X, 
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Ay, = ÀV; 

如 果 seB 关 0, 则 称 Ai 为 (4 , 召 ) 的 能 控 极点 ;如 果 uB =0, 则 称 A, HCA, BO IBI RE E 
Ao WEITH ACi =1,2,…,n) 均 为 能 控 极 点 , 则 称 (4 ,加 ) 为 能 从 的 ;如 果 (4 ,8) 的 所 有 不 能 
控 极 点 均 具 有 负 实 部 , 则 称 (4 , 召 ) 为 能 稳定 的 。 

(A ,B) 能 稳定 的 等 价 条 件 为 : 

(1) Æ RelA) 0, HU] uB 0, 

(2) 著 Re) 20, HI rank[4 -AF Bim na 

(3) 存在 适当 选择 的 矩阵 ,使 得 4 + BF 成 为 稳定 阵 , 即 A + BF 的 特征 值 均 具 有 负 实 
部 。 

(4) 若 存 在 相似 变换 ,使 得 


Au An Bi 
r-'ar=| ] ,rs=[ ] 
0 Ap 0 


MJ An BRER, (An, BEME. 

类 似 地 ,可 定义 能 检测 性 如 下 。 

如 果 Cv, =0, 则 称 Xi 为 (C,4) 的 能 观测 极点 ;如 果 Cv, = 0, 则 称 A; 为 (C,4) 的 不 能 观测 
RAe WRAAE XC = 1,2,.…,n) 均 为 能 观测 设 点 , 则 称 (C ,4 ) 为 能 观测 的 ,如 果 (C,4) 的 所 
有 不 能 观测 极点 均 具 有 负 实 部 , 则 称 (C.4 ) 为 能 检测 的 。 

〈《C,4) 能 检测 的 等 价 条 件 为 : 

(OD # Re(A0 z0,8] Criz0o 


EP 
Q) E Rela) R0/ a [ 人 x * len, 


(3) 存在 适当 选择 的 矩阵 五 ,使 得 4 + HC 成 为 稳定 阵 。 
(4) 车 存在 相似 变换 ,使 得 
roar-[?" ° ]. este 0] 
An Án 
M 42 是 稳定 阵 ,(C 41) 能 观测 。 
此 外 ,如 果 (4 , 吾 ) 能 稳定 , 则 {87,47) 能 检测 ;如 果 (C,4) 能 检测 , 则 (47,C7) 能 稳定 。 
反之 亦 然 。 


附录 5 Nyquist 稳定 性 判 据 


这 里 只 给 出 单 变 量 控制 系统 的 Nyquist 判 据 。 
Nyquist FU VJ di TER fé 9b o8 3052 Qt B9 (0. RE BF IH 
环 系统 的 稳定 性 。 设 单位 反馈 系统 的 开 环 传递 函数 
H GCO). 在 s PEE GLEIZE D: H IE E GUB e 
为 无 穷 大 的 右 半 圆 组 成 , 即 包 转 整 个 右 半 s 平面。 
当 G(s) 有 原点 或 虚 轴 上 的 极点 , 则 做 一 个 半径 为 无 
穷 小 的 右 半 区 避 开 该 极点 。 当 点 BIB D 顺 时 针 
绕 行 一 圈 ,G(s) 在 局 平 喇 上 所 描绘 出 的 轨迹 叫做 


Nyquist 曲线 。 

HR (Nyquist 判 据 ) P d€n G(s) 在 开 右 半 s 平面 上 的 极点 总 数 。 那 么 ,反馈 系统 是 
内 稳定 的 , 当 且 仅 当 Nyquist 由 线 不 通过 G 平面 上 的 ( - 1,0) 8, BEEF FEE ( -1,j0) 点 PP 
m. 


附录 6 SABE 


Ha Ft Jr BE 
AZ [5 ^R 
Án Án 
(1) 车 det( Au 2560, JI de CA) s Ocodet( An- Ag Aj Ai) 0 我们 有 
detA = detA det( Az; - A4 AG! Aq) 
(2) Æ det( Au) 0, det( An - An An Ai) 0, I A FE. 
Fe ka *Anán(Az- An An An Anag) -AÑ Au( Ax - An An! Ag) i 
7 (An- AnAn'An) Ag Aii! (An - AnAn'Ag)^! 
(3) 车 de Az) 4 0,JI] de CA) 0 cs det( Aj - AgAz An) 0。 我 们 有 
det A = det Axdei(Aj - ApAS An) 
(4) 车 da (Ax) 0, de(An - An AS An) 0, M A IEE. 
(Au - ApAg!Ag)^! 7 (An 7 AnAz Ax)" Ag Ag! ] 
cAz'An(Au- AnAz' An) Ag! e Ag An( Au - AnA An) Ap AS! 
(5) 2$ det( An) £0 B det Az) 40,34 detC An - An An An) 0 H detl An - AnAn Aj) 
20 有 一 个 成 立时 , 则 另 一 个 及 det(4) 20 成立 。 
车 Aa =9. 则 
(6) det(A) #0 有 det( Az) #0edet(A) 0; 


e 


Au Agg [Aü -An'ApAz! 
o ] = 

0 An [] Ag! 
E 4z=0, 则 

Ay 012 Aj! 0 
‘8) [ | -| | 

An An -An AnA Ag! 


(9) 设 A Zim x n ERE, B A n x m GE, nj 
det( T, + AB) = det(T, + BA) 


附录 7 和 矩阵 乘积 的 秩 


(D Ht A LB 为 同一 数 域 上 的 mx n 与 4xg MAER, AI rank A + rank B — a< rank (AB) < 
min( rank A ,rank B) 
(2) 设 AE crre i 
rank A = rank AA * = rank À ` A 
E DIR ct 


(3) 设 Aa € Cn" "(GE R”*"), A 
rank À = nesde( A A) 40. (EÑ det( ATA) <0) 
rank A = medet( AA *) #0 (È deal AAT) #0) 


附录 8 ERREI 
(An = AnAz Ax)! = Ag! + Añ'AnlAn - An An! An) AnAn' 
附录 9 = E EER) 388 2k 2y ft 


设 非 零 扼 阵 A€ C""^, rank A = r.r=min(m.n), TE ZE PES E CEC SEX 
EBE DEC", ET A= CD。 例 如 ,对 A 施行 一 系列 行 , 列 初等 变换 ,使 4 变 成 


其 中 A, 为 + GREDE. TE 


的 dee IU olg 


A. ú 
EC- P ]ec 22 e1gnecomu. 


i27] 
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